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Predmluva

Sbirka tiloh z utiva stfedni 8koly je uréena k opakovéani a procvi¢eni uliva
k maturité a k p¥ipravé na pfijimaci zkousky z matematiky na vysoké koly.

Obsah sbirky je zpracovan v souladu s u€ebnimi osnovami matematiky pro
gymnézia, které schvalilo Ministerstvo 3kolstvi mlddeze a t&lovychovy Ceské re-
publiky dne 24.5. 1991 pod &.j. 17 668/91-20 s platnosti od 1.9. 1991.

Sbirka je €lenéna podle tematickych celkt do 20 kapitol. Ulohy jsou sefazeny
nejen podle tematickych celkd, ale v rdmci jednotlivych kapitol jsou i déle syste-
maticky uspofadany. K lepsi orientaci slouzi podrobné zpracovany obsah. Sbirka
obsahuje celkem 1 200 &islovanych tloh s mnoha obménami. Podle typu t¥idy nebo
stiedni 3koly (gymnézium, préimyslové kola, ekonomicka Skola apod.) nebo po-
dle zvolené vysoké skoly lze poéitat jen piiklady v téch kapitoléch, které student
potfebuje znat.

Nakonec jsou uvedeny vysledky tloh, které umoziuji kontrolu spravnosti
fegeni. U sloZit&jsich aloh je uveden i struény navod reSeni.
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1 Zékladni poznatky o vyrocich a mnozZinach

1.1 Vyrok, operace s vyroky
1 Rozhodnéte, které z nésledujicich vét lze povaZovat za vyroky:

a) Uhlopricky &tverce nejsou navzajem kolmé. c) Pythagorova véta.
b) Existuje rovnostranny trojihelnik. d) Cislo z je kladné.

2 Vyslovte negace nasledujicich vyroki:
a) Soutin dvou zdpornych redlnych &isel je kladny.
b) Cislo V18 je dvojnasobkem &isla /3.
c) P¥imka dana rovnici y = 2z — 1 neprochézi bodem [1;1].
d) VIO 2 3.
3 Rozhodnéte, zda jsou pravdivé nasledujici slozené vyroky:
a) Cislo  lze zapsat desetinnym ¢&islem 3,14159 nebo zlomkem 22.
b) Cislo e je v&t3i nez 2 a zérovei mensi ne 3.
c) Je-li ¢islo délitelné tfemi, potom je ciferny soucet ¢isla délitelny t¥emi.
d) Cislo je délitelné Sesti pravé tehdy, kdyz je délitelné dvandcti.
4 Rozepiste jako konjunkci nebo jako disjunkci dvou vyroki zapisy:
a) 10>8>5 c) 100=2-50=4-25
b) 3= d) AKLM ~ APQR ~ AXYZ
5 Vime, Ze je pravdiva implikace: ,JestliZze je Jana nemocnd, potom nepfijde
do Skoly.“ Dnes Jana nepfi§la do $koly. Rozhodnéte, zda je pravdivy vyrok:
»,Jana je nemocna.“

6 Maminka Fekla malému Petrovi: ,,JestliZe bude$ hodny, dostane$ dort.“ Jsou
Etyri mozZnosti:
a) Petr byl hodny, dostal dort. c) Petr nebyl hodny, dostal dort.
b) Petr byl hodny, nedostal dort. ~ d) Petr nebyl hodny, nedostal dort.
Ve kterych pfipadech a) aZ d) vyslovila maminka pravdivy vyrok?

7 Rozhodnéte, pii kterych pravdivostnich hodnotéch vyroki A, B je uvedend
vyrokové formule pravdiva:
a) (AAB)V(~AAB)
b) (~AVB) = -B

8 Rozhodnéte, zda uvedené vyrokové formule jsou tautologiemi:
a) =(-A) & A c) (A= B)& (AA-B)
b) (AAB) = (AV B) d) AN(BVC)& (AAB)V(AACQC)

1.2 Obménéna implikace, obrédcend implikace

9 K dané implikaci napiSte obracenou implikaci a obménénou implikaci. V jed-
notlivych p¥ipadech rozhodnéte o pravdivosti implikace dané, obrécené i ob-
ménéné.

a) Je-li soudin dvou ptirozenych &isel liché &slo, potom jsou obé& &isla lich4.

b) JestliZe je konvexni &tyfuhelnik kosotverec, potom jsou jeho thlop¥icky
navzijem kolmsé.

c) Je-li druh4 mocnina reélného &sla v&tdi nez 5, potom je i dané redlné
Cislo vétsi nez 5.
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1. Zdkladni poznatky o vgrocich a mnozindch

1.3 Negace sloZenych vyrokii

NapiSte negace nasledujicich slovnich vyroki.
a) Pfijde Alena a Barbora. c¢) JestliZe pfijde Eva, potom pfijde i Hana.
b) Pfijde Cyril nebo David. d) Jan pfijde pravé tehdy, kdy# pfijde Iva.

Napiste negace uvedenych vyrokii.

a) Cislo 50 je délitelné 15 a 5.

b) Cislo 50 neni délitelné 15 nebo neni dglitelné 5.

c) JestliZe je posledni dvojéisli daného pfirozeného &isla délitelné 4, potom
Jje i dané Cislo délitelné 4.

d) Cislo je dglitelné 6 pravé tehdy, kdy# je délitelné 2 a 3.

1.4 Vyroky s kvantifikatory

Dopliite jedno ze slov: ,aspoii, pravé, nejvyse“ tak, aby vyrok byl pravdivy.
a) Kazdé prvoéislo m4 ... dva rizné délitele.

b) Dvé riizné pfimky v rovind mohou mit ... jeden spole¢ny bod.

¢) Nerovnici 22 > 5 spliuji ... tfi pfirozen4 &sla.

Dopliite jedno ze slov: ,existuje, kazdy“ tak, aby vyrok byl pravdivy.

a) ... trojuhelnik, ktery je rovnostranny.

b) ... pfirozeny nésobek &isla 2 je &islo sudé.

Kvantifikované vyroky zapsané symbolicky vyjadiete slovy a rozhodn&te
o jejich pravdivosti.

a) VreR: 22> 0

b) Vz € R: V22 = |z|
c)VzeR3yeR z-y=10

Vyslovte negace nésledujicich vyroki.

a) Aspon Sest pfirozenych ¢&isel splituje nerovnost z — 40 < 0.

b) Cislo 92 m4 nejvyse pét d&liteld.

¢) Rovnice 2° —z+2 = 0 m4 pravé t¥i kofeny v mnoziné komplexnich &isel.
d) Existuje takové redlné &islo m, Ze plati: (m + 1)2 = m.

e) Kazdé prvodislo je liché ¢&islo.

d) Va€RVbER: a=b e a? = B2
e) Vae Rt VbeRt:a<b=>a? < b?
f) reRVyeR z-y=y

1.5 Operace s mnozinami —
prunik, sjednoceni, rozdil, dopinék
Zapiste vyCtem prvkl nésledujici mnoZiny.
a) M; = {z € N; 22 < 20} b) My = {z € Z; |z| = 5}
Jsou dény dvé mnoziny: M; = {z € N; |60}, My = {z € N; 7 < z < 10}.
Zapiste vysledek operaci M; N Mg, M; U M3, My — M;.
Najdéte takové mnoziny A, B, pro které plati:
AUB = {0,1,2,3,4,5,6,7}, ANB = {1,2,3}, B— A = {5,6}.
Doplnék mnoziny {z € R; —3 < z £ 5} v mnoZin& redlnych &sel zapiste
jako sjednoceni dvou intervald.

Jsou dany tii intervaly A = (—7;2), B = (—2;5), C = (2;00). Zapiste:
a) ANB c) AUB e) (AuB)NnC g) Ar
b) AnC d) (AnB)uC f) (AnQ)u(BNnCQ) h) A—-B
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2 Zéakladni typy rovnic a nerovnic

2.1 Linedrni rovnice a nerovnice

Reste rovnice a nerovnice s neznamou z € R:

a) 5~{5-[5'(5x—4)—4]—4}=5

b) 3[2(3z —6) —2(4z —5) + 1] -3 =16[3 —8(z — 3)]

c) z—(22-0,2)>=58—-(2z+0,1)- (2z - 0,1)

d) (z-1°+(@=x-2°3+(x-33=3-(z-1):-(z—-2)-(z-3)

T T 2+3
o E_”C—f-’”—f‘%'—zlzl.(m_f).l
2" " 2 2 2 2/ 2
f) -1 —-(z+1)?<8
dz-7 z-4
g) 2 = 6 221—3

2.2 Rovnice a nerovnice v souc¢inovém tvaru

Reste rovnice a nerovnice s nezndmou z € R:

a) (9—42?) (22 -62+9) =0 e) (z24+2)(z+7)20
b) (4z2 +25)(50 — 22) =0 f) z2(112 -3) <0

c) (z—6)(z+2)>0 g) 2-z)(22-9)20
d) (z+2)4-2)=£0 h) (z—-10)(10—-z) <0

2.3 Rovnice a nerovnice v podilovém tvaru

Reste rovnice a nerovnice s nezndmou z € R:

2z -5 4z -3
3) z+3 =0 d) 7+x>O
(x+5)(x—6) (51:-—3)(33+4)<
2 36 — 2 =0 °) z(6 — ) =0
T+ 2 1-2z
<
©) 3.7:—2=0 b x2—1<0

2.4 Kvadratické rovnice

Reste rovnice s neznamou z € R:

a) 42 +2 =0 f) 322 +2+2=0

b) 222 -5 =0 g) 22+ (2V3+1)z+3+V3=0
c) 322 +2-2=0 h) 22 +z(2v3+1)+2V3=0
d) z2+22-1=0 )22 -2z +2-v2=0

O 4~ i1=0 ) jee- 12— e+ 1) =3[(da) - ()]

5 Owéite, ze &islo z = 2 + 3v/2 je kofenem rovnice 22 — 6z — 10 + 6v/2 = 0.

oty e Daa b docas 8-Cind 4 gl SRR e ebosdand i Ag A L ] L

2.5 Vztahy mezi koFeny a koeficienty kvadratické rovnice

6 Sestavte vSechny kvadratické rovnice, jejichZ kofeny jsou &isla:

10
11

12

13

14

15

16

1 1

2; -3 :

2) 10— v/50° 10+ 5v2
b) 1+v3;1-3 d) 0; 5

Rovnice z? + pz + 6 = 0 md jeden kofen —2. Vypoditejte druhy kofen
a koeficient p € R.

2

c) —-1; -1 e)

Rovnice z° — 3z + ¢ = 0 mé jeden kofen —1. Vypoditejte druhy koien
a absolutni ¢len g € R.

Urcete vSechny hodnoty parametru b € R tak, aby jeden kotfen kvadratické
rovnice 2z% + bz + 9 = 0 byl dvakrat vétsi nez druhy kofen.

Urcete koeficient linedrniho ¢lenu m € R tak, aby jeden koren kvadratické
rovnice z2 + mz + 5 = 0 byl o 4 v&ti nez druhy kofen této rovnice.

Urcete viechny hodnoty absolutniho ¢lenu g € R tak, aby jeden kofen kva-
dratické rovnice 4z — 15z + ¢ = 0 byl druhou mocninou druhého kofene.

Ani? rovnici 22 + 2z + 5 = 0 fedite, urlete:

a) soucet pfevracenych hodnot jejich kofenti

b) soulet druhych mocnin jejich kofenii

AniZ rovnici 522 + 8z + 5 = 0 fesite, sestavte vSechny kvadratické rovnice,
jejichz kofeny jsou ¢isla:

a) tiikrat vétsi nez kofeny plivodni rovnice

b) o t¥i vétsi nez koreny ptivodni rovnice

2.6 Kvadraticky trojélen

Dané kvadratické trojcleny (resp. dvojéleny) rozloZte v mnoziné realnych
¢isel v soudin kofenovych &initeli:

a) 2 -5z +6 g) 2 — 10z + 25 m) 222 +z2 -1

b) 22+ 7z + 10 h) 22 +4z +4 n) 3z2 - 17z + 10
c) 22 +2z -8 i) 22 -6z +9 0) —2?+ 7z +8
d) 2% +10z - 11 j) 4z +4z +1 p) =222+ 11z —15
e) 2 +z—2 k) 16z% — 25 q) z?+4

f) 22 — 11z + 30 1) 1522 — 30z r) 22 +42+5

Ur€ete maximum (resp. minimum) kvadratického trojélenu (resp. dvoj-
¢lenu) pomoci Gpravy:

a) z2+2z+6 d) 4z% — 4z g) —22%+z
b) 22 + 4z +4 e) 4z% + 8z + 12 h) —z? +2z 43
c) 22 -3z +2 f) 222 — 8z +1 i) —2%2-16

Rozlozte kvadratické trojcleny, zapiste, kdy ma vyraz smysl a zjednoduste:

2244043 _ z2-z-12

) z2—z—2 z24+z—6
z242z—15 _ 224+10z424
z2+43z—10 z244zx—12

422 + Tz — 2
1222 + 5z — 2

a)
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2.7 Kvadratické nerovnice

17 Reste nerovnice s nezndmou z € R:
a) z2—2x—-1520
b) 3z2+5x—-2<0
c) =222 -5z +12>0
d) z2-22-250
e) 2z —z*22-=z

f) 22 +52+7>0
g) 922 -6z +150
h) 222 +3z 20

i) 422 <1

j) 22 +2x+6<0

2.8 Rovnice s neznamou ve jmenovateli

18 Rejte rovnice s neznimou z € R:

) 3 o 5z 3 w T
= z+2 4—22 -2 224

1 z-3 2 15
b)1+3< —2_x—2)_2$—x2

) T z+1 ) T z—1\ z+1
9 \z=-1 z ‘\z+1 z Tz-1

2.9 Nerovnice s neznamou ve jmenovateli

19 Reste nerovnice s neznamou z € R:

1 8

-26 d) ———=<0
a)x‘ ):L‘2+4:c+1_

2x+3 %I—Z -}+2

s~ —21
b) -1 oL ¢) z—1 + z+1 —
3

g LE8 T+ § +3 f)2< T

=1 T 2 +1

2.10 Rovnice s neznamou pod odmocninou

20 Reste rovnice s neznémou z € R:

a) Vz+z=2 g) V2zr+7+Vz—-5=3z+2
b) 3Vz+5-5=21 h) V-z—-y1-2=1
2t 2/3-x
) VETT+VETi=5 1
& VETI s ET ot VA ET T 4
o 5 4 _ 1 _3
(fa; %2_,_\/;_—1%___ )x+\/:c2+z z—vVai+z %

2.11 Nerovnice s neznamou pod odmocninou

21 Reste nerovnice s neznamou z € R:

a) Vz2 —4<z+1

c) z+1=S V22 + 3z
b) VaZ —T<z+2

d) z-1<vz2-4

4 Y SRR Nt e S S Ro o e oo b o

2.12 Rovnice s neznGmou v absolutni hodnoté

22 Reste rovnice s nezndmou z € R:

23

24

26

27

a) |lz|=7 1) |8—5z| =528

b) |z—1|=3 m) |2z - 3| ==z

c) lr+4|=1 n) [2z-5|=1-32

d) lt+n]=6 o) M—z|—|2z+3|=7

e) |22 -3/ =6 P) |2z -4 —|z+3|=2— |z -5
f) |6 —x| =2 Q) [e-1+32-2|=2—|1 - g
g lt-Vv3+1]=2-V3 r) |z —4|+ |2z~ 1] = |z| + 3
h) |z —5V11| =0 s) |z +2| = 4}z - 3|

i) 4z -7 =- t) 22 +|z-1-1=0

i) lz-7=2-7
k) [z—2|=2-2

u) |22 +4z| -3z -6=0
) [£2+22-1|—-z=1

2.13 Nerovnice s neznamou v absolutni hodnoté
Reste nerovnice s neznamou z € R:

a) |z| 26 e) 3z -1 <z i) |z| <22 -6

b) |z —3| <2 f) |1 —z| > 3|z + 3| j) |z? +4z| -6 < 3¢
c) lz+5/ =7 g) 2z +1]—-[3-z| 22 k) B 32|§m

5 |z +3|
d) [t—v3[>2+5V/3 h)z®-3lz+1]-250 1) ] 22

2.14 Reseni rovnic metodou substituce

Reste rovnice s nezndmou z € R:
a) 1 —5224+4=0
b) 28 — 723 -8=0
Regte rovnice s nezndmou z € R:
a) 1-22)2-2(z2-1)+1=0
b) (z2+2z—3)(.7:2+2x+1)—5:0
¢) (2 —-z+2)?-6(z2-2)—4=0
d) (z2-2z+8)?: (22 -22)2-4=0
Reste rovnice s nezndamou z € R:
a) 22 +2r—12-2v22 + 22 +12=0
b) V222 + 5z — /222 + 52 — 10 = /2
) Cr+vVr-1)2r+vV2-1-8)-22z+vVz—-1)-24=0

Reste rovnice s nezndmou z € R:

z2 42 242
3) <x2—4_3)(x2—4+
1/2z—1 1-2z 2z —1\2
sl e M =1(3-
w3 (%) () = (5

c) 2027 +3z72-2=0

d) 5¢4Z-T—6=0

4)+10=0
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z+ 10 z+2
e =9
%) T+2 3 z+ 10
‘ z+4 z+4
- —-6=0
¢) (3 2—m)(2+ 2—-x>

T z+1
_21/ == 5
f)a:-i-l T 3

2.15 Reciproké rovnice

28 Reste rovnice s nezndmou z € R:
a) 22— 322 -3z+2=0 c) 6z* + 172 + 1722 + 172 +6 =0
b) 20% +7a? + 70 +2=0  d) 62* —352° + 6222 — 352 + 6 =0

29 Urlete K, L € R tak, aby dand rovnice byla reciproka. Potom rovnici feSte
v R:
6zt — 52° — 3822+ Kz + L =0

2.16 Soustavy rovnic

Soustavy linearnich rovnic o dvou neznamych
30 Urdete viechna ¢&isla z, y € R tak, aby byla feSenim dané soustavy:

a) Tt —3y =15 d) (z+4)(y—2)=(z—-2)(y+13)

5z + 6y = 27 (-Dy-3)=(@+2)(y-3)
b) 3z +2y =20 e)z—5y=7

2z + 3y = 20 z—5y=26
c)3(z—2)+2y=z+y f)22-3y= 5

dz+5(y+2x)=3x—6 4z — 6y = 10

Soustavy linearnich rovnic o tfech neznamych
31 Urlete viechna &isla z,y, z € R tak, aby byla feSenim dané soustavy:

a) z+y+2z=-1 d) 2z- y =6
2r—y+2z2=-4 y+4z=28
dr+y+4z=-2 z - z=1

b) 22+ 3y+2=15 e)2z+ y— z2=0
Tx— y+2z2= 9 T+ y+2z2=4
r+2y+2= 9 4dr+3y+32=5

c)2z+ y—2=0 f) 3z+2y+ 2=3
4z +2y+2=0 z+ y+ z=2
r—y+32=0 4dxr+3y+22z=5

Soustavy linearnich rovnic o vice neznamych
32 Urdete viechna &isla x, y, z, u € R tak, aby byla feSenim dané soustavy:
a) 2z—3y+ z+2u= 0 b) z—y+z2+u=0
3+ y—2z— u= 6 T+y—z—u=2
4z — 2y — 3z —4u= -6 2z -y +u=3
T+2y+3z—-2u=-7 3z +z—u=0

16

Dalsi dlohy
33 Urdete vSechna &isla z, y € R tak, aby byla feSenim dané soustavy:

z+y+1 3 | N T |

® —yri-2 8 zty=z
z+y+1 sty =-1
l—a:+y_

b) z+y=5 h) |z| + 2|y| = 10
zy =6 2z -3y =6

c)zt+ay+y="7 i) 2c4+y="7
r-zy+y=1 |z —y| =2

d) 22 +y%2 =125 j) zy +2xy® =18
22 —y?= 25 T+ a3y’ =27

e) 202 —3y? =24 k) z%2y? —22y% = —4
2t —3y =0 2y -2 = 7

f) 22 +4y? —22 =15 ) z+y=4
z—y+1=0 ve+1+,/y=3

2.17 Reseni soustav rovnic metodou substituce

34 Urcete vSechna Cisla z, y € R tak, aby byla feSenim dané soustavy:

=] W

1 3
a) —+-—-=5 c) 1 + 1 =
Ty 3—z+4+2y 3+2x-2y
2.2 5 1 1
z oy 3+r-2y 3-1+2
2 5
b) _ - d) z+1 y =§
T+y T-—y T+y z—y 2
1 4 9 9 :1c+1_3 y 1
z+y T—-y 5 T+y T—y 2
35 Urcete vSechna ¢isla z,y, z € R tak, aby byla feSenim dané soustavy:
1 1 1 2
a) =+-+-=9 b) ) - &
T Yy z z+y T—=2 2
2 4
2.3 4_, 1 10 _ 7
T Yy =z T+y yY—=z 3
4 3 2 3
—+=-==9 P B
T Yy =z T~2 Y—2 4

36 Urcete viechna €isla z, y € R tak, aby byla FeSenim dané soustavy:

a) |z+2|+2ly -3 =15
lz+2|—4ly-3|= 3

b) lz+yl— |z—y|l= 4
|z +y|+2|z—y|=13

37 Urcete vSechna &isla z, y € R tak, aby byla feSenim dané soustavy:

a)

b)

VEty+y/z—y=4
2z +y—3/x—y=3

. Vi3

|88

+
+

w| w

+

Y

+

5

=9
=6

c) z2+,/y =14
zt— Y= 6

d) 22—y’ +z+y=15
(z*-9?) VT Fy =05
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2.18 Soustavy nerovnic

38 Reste v R soustavy nerovnic:

S) 2e— 1) 1 —% g) X% g
7-3z<z+10 x;l
r—3>2zx—-6 2

r—17

b) 3z —-8<z+6<2z+2 h)y z< =<3

z
z+2 4 4 =z
c)3z———>z i) —+=-==

e b

T — x
2x—-z >z — - +-=<=
3 6 277 =7

d) z2-920 ) lz=3|+2lz+1>4

22 -3r-4<0
e) 4<z’+4x+8<5
f) 25222 —2-3<1+3z

[1+2z|-5Z2z
k) 25|z —-4| <5
1) 3<|2z+4| <10

Soustava rovnice a nerovnice se dvéma neznémymi

39 Graficky zndzornéte mnozinu vSech feseni [z;y], z, y € R dané soustavy:
a) z—2y=5 b) z+y=5 c) 2z—y <4
3z+y=s1 y+220 20—y =2

Soustava nerovnic se dvéma neznémymi
40 Graficky zndzornéte mnozinu vsech fedeni [z;y], z, y € R dané soustavy:

a) 3z—y=s7 b) -3y <0 c) zy20
z+2y20 z—-3y<5 (z+2)(y-3)<0
z—5y2-7

2.19 Slovni dlohy

41 PripiSeme-li k danému &slu &islici 1 vpravo, dostaneme dvojciferné &islo
4,5krét vétsi nez Cislo, které bychom dostali, kdybychom ¢&islici 1 pfipsali
vlevo. Urlete dané &islo.

42 Ze tii riznych nenulovych cifer vytvorime vechna tro jciferna éisla s rizny-

mi ciframi. Potom tato trojcifern4 &isla se¢teme a vysledek je délitelny 222.
Dokazte.

43 Najdéte zlomek v zékladnim tvaru, pro ktery plati: jmenovatel zlomku je
O tTi vétsi neZ Citatel a hodnota zlomku se nezméni, jestlize k &itateli pri-
Cteme ¢&islo 1 a ke jmenovateli pfi¢teme &slo 2,5.

44 S?uéet dvou pfirozenych &sel je 50, rozdil jejich aritmetického a geometric-
kého priiméru je 18. Uréete tato dvé &sla.

45. r5[’Y‘i tisla spliji nésledujici podminky. Délime-li soucet prvniho a druhého
cxslva t’retlm ¢islem, vyjde podil 1 se zbytkem 2. Dé&lime-li soudet prvniho
a tretiho ¢isla &islem druhym, vyjde podil 2 beze zbytku a pfi déleni souctu

druhého a t¥etiho &sla prvnim &islem je podil 3 se zbytkem 2. Urdete tato
tri ¢isla.

e LIBIVSBICE VY Y TOVINN G T8CTUVIWG

46 Na schodisti vysokém 3,6 m by se pocet schodt zvétsil o 3, kdyby se vyska
jednoho schodu zmensila o 4cm. Kolik schodi mé schodi$té? Jak jsou
schody vysoké?

47 Jana méla vypocitat 70 Gloh. Kdyby denné vyfesila o dvé vice, ne? si na-
plénovala, skoncila by o 4 dny dfive. Za kolik dni chtéla pivodné vechny
ulohy vypoéitat?

48 Maly Pavel sklddal kostky stavebnice (kostka mé tvar krychle). Chté&l posta-
vit velikou krychli. Zbylo mu vSak 75 kostek, proto hranu zvétsil o jednu
kostku. Potom mu ale 16 kostek chybélo. Kolik Kostek mél ve stavebnici?

49 Zvétsime-li jednu stranu obdélniku o 2 cm a druhou zmensime o 4 cm, zmensi
se obsah obdélniku o 36 cm?. Zvétsime-li obé strany o 1cm, bude obsah
143 cm?. Uréete ptvodni rozméry obdélniku.

50 Jana je tfikrat star$i nez Martin. Za pét let v8ak bude jen dvakrat starsi.
Kolik let je nyni obéma détem?

51 Zvé&tdime-li stranu étverce, zvétsi se obsah o 21%. O kolik procent jsme
zvétsili stranu Ctverce?

52 a) Cena zboZi nejprve vzrostla o 20 %, pozdé&ji klesla o 10 %. O kolik procent
se zménila pivodni cena vzhledem ke koneéné cené zbozi?
b) Cena zboZi nejprve klesla o 10 %, pozdé&ji vzrostla o 20 %. O kolik procent
se zménila pivodni cena vzhledem ke kone¢né cené zbozi?
c) Jsou tlohy a), b) stejné?
53 Petr a Pavel skladali uhli. Petr by sam uhli sloZil za 3 hodiny, Pavel by sam
pracoval 2 hodiny.

a) Za jak dlouho slozi hromadu uhli, pracuji-li oba spole¢né&?

b) Nejprve pracuje Petr sim pil hodiny, pak teprve pfijde Pavel a zbytek
uhli slozi spole¢né. Za jak dlouho préci dokon¢i?

c) Chlapci nejprve pracuji spoletn& 20 minut, potom Pavel odejde. Jak
dlouho jesté bude muset Petr pracovat, aby zbytek hromady uhli sklidil?

54 Naplnéni bazénu vodou prvni rourou trvad o dvé hodiny déle nez druhou
rourou a o 3 hodiny 36 minut déle, nez kdyby bazén natékal obéma rourami
najednou. Kolik hodin trva naplnéni bazénu jen prvni rourou? Za jak dlouho
by se bazén naplnil jen druhou rourou?

55 Smichdme 10 litrii 30% roztoku a 15 litr 50% roztoku. Kolikaprocentni
bude vysledny roztok?

56 Kolik litrti destilované vody musime piilit ke 100 litrtim 90% lihu, abychom
dostali lih 75%7

57 Kolik litrt vody 60°C teplé musime pfilit do 30 litrd vody 30°C teplé,
chceme-li, aby vysledna teplota vody byla 40°C?

58 Ze stanic A a B, vzdalenych od sebe 170km, jedou proti sobé dva vlaky:
Rychlik, ktery ujede za hodinu 80 km, vyjel ze stanice A v 8 hodin. Osobfn
vlak vyjel ze stanice B v 7 hodin 30 minut a jel rychlosti 40 km-h~*. V kolik
hodin a jak daleko od stanice A se oba vlaky potkaji?

59 Ze dvou mist C, D, vzdélenych od sebe 120 km, vyjedou soucasné dvé auta.
Pohybuji-li se proti sobg, je po 20 minutéch jizdy jejich vzdalenost 50 km.
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Vyjedou-li tym% smérem, pak po 24 minutéich je jejich vzdalenost 108 km.
Vypodéitejte, jakymi rychlostmi se obé auta pohybuji.

60 Do mésta vzdéleného 50km vyjel cyklista. Vyjel viak o 10 minut pozds-

ji, nez si naplénoval, a proto jel rychlosti o 0,5km-h~! v&t§i, nez mél pi-
vodn& v planu. Do mésta v8ak prijel v planovaném c&ase. Jakou rychlosti
mél v planu jet? Za jak dlouho chtél ptivodné dojet do mésta?

3 Rovnice s parametrem

e,

( 3.1 Linedrni rovnice s parametrem
1 Reste rovnice s nezndmou z € R a s parametrem a € R:
a) z(a—4) =a®>—-16 d) a?’z—z+a=1
b) z(2a+1)=5 e) B3z+5)(a+4)=2a+8
c) z(a—1)+a(z +4) =2 f) za® =a(l +3z) -3
2 Urdete viechny hodnoty parametru p € R tak, aby FeSenim rovnice
2p(zp + 1) — (p? + 1)z = 2 bylo kladné realné &islo.
m+3

1
73 V rovnici % +——=8+ = uréete hodnotu parametru m € R tak, aby
L]

2
kofenem dané rovnice bylo ¢islo 2.

4 Reste rovnici s nezndmou p € R a s parametrem ¢ € R: pg+2¢=1+p

'32 Rovnice s neznémou ve jmenovateli

5 Reste rovnice s nezndmou z € R a s parametrem m € R:

2m m-—1 2z +m 3m
a) = c) - =D
24z z+1—m z+1 T—m
2+ 2 - 1)z —6 2 _
b) +m+z m_ . a) (m+1)z =3(1_m m)
r+m z+1 T T

3.3 Povnice s neznamou pod odmocninou
6 Reste rovnice s nezndmou = € R a s parametrem p € R:
a) Vr2+2p=z+p c) Val+pt=2-2p

b) V/z2 —4p+z=2p d) J4z? +4zx—p+2z=p

'3.4 Neznéma v absolutni hodnoté

7 Reste rovnice s nezndmou z € R a s parametrem k € R:
a) lt—k|l=2 c) |z+3k| = |z — k|
b) |z-5|=k d) lz+5—-k| =z -2

3.5 Soustavy rovnic

8 Urdete viechna &isla z, y € R tak, aby byla feSenim dané soustavy s para-
metrem a € R:

a) z—4ay=1 c) 3(ax —1) = —y
2ax —2y =1 3(ay—1)=—=z
b)z+(a—-1)y=1 d) z—2ay=3

(a+1)z+3y=-1 20(z-2)=1+y
9 Urcete, pro ktera t € R je feSenim soustavy
r+2y=2,2x—-3y=1t
uspoiddand dvojice redlnych &isel [z;y] takova, ze <0 Ay > 0.
10 Urlete viechny hodnoty parametru p € R tak, aby feSenim soustavy
pr+y = 3, 2 — 3y = p byla takové usporddana dvojice realnych &isel [z; ],
pro kterou plati y = $z.
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3.6 Kvadratické rovnice s parametrem

Je déna rovnice (2a +3)z2 +z—a+4 = 0.

Urcéete vSechny hodnoty parametru a € R, pro které je dana rovnice linearni.
Je déna rovnice 222 + (b+ 1)z + 6 = 0.

Uréete vSechny hodnoty parametru b € R, pro které ma dané rovnice dva
riizné realné kofeny.

Je déna rovnice z% + cz + 4+ ¢ = 0.

Urdete vSechny hodnoty parametru ¢ € R, pro které ma rovnice dvojnasobny
kofen.

Je déna rovnice z? — 2dz + 2d? — 9 = 0.

Urcéete vSechny hodnoty parametru d € R, pro které nem4 rovnice v mnoZiné
redlnych Cisel feSeni.

Je déna rovnice pz(3z +4) = 2% + 1.

V zéavislosti na hodnoté parametru p € R urdete pocet feSeni dané rovnice
v mnoziné redlnych Cisel.

Je déna rovnice (a + 1)z? — 2(a +3)z + 2a% — 7Ta + 3 = 0.

Urcete vSechny hodnoty parametru a € R, pro které méa rovnice jeden kofen
roven nule. Potom uréete druhy koren.

Je déna rovnice t(z? + 1) — 3 = z(z — 2t).

Urcete vSechny hodnoty parametru ¢t € R, pro které ma dana rovnice:

a) dva rizné redlné kladné kofeny

b) dva rizné redlné zdporné kofeny

¢) dva riizné redlné kofeny opaénych znamének

Je déana rovnice 22 — (m + 3)z +m — 13 = 0.

Urcete vSechny hodnoty parametru m € R tak, aby kofeny dané rovnice
byla dvé navzdjem opalni &isla.

Je déna rovnice z? — (m + 3)z + m — 13 = 0.
Urcete v8echny hodnoty parametru m € R tak, aby kofeny dané rovnice
byla dvé navzdjem prevracend &isla.

3.7 Neznama ve jmenovateli
(po upravé kvadraticka rovnice)

Reste rovnice s nezndmou z € R a s parametrem a € R:

i) 2z+a_ a —a ) 3 +a—1__2_a
T+ 2 z—2 ¢ z+a z—a =z
1 1 2 1 a
b) z( - - = - d) —— =2
) (a x+a> z+a az+a? )x(a—l) &

4 Funkce

4.1 Definice funkce

1 Rozhodnéte, zda néasledujicimi pfedpisy jsou dany funkce na dané mnoZiné:
a) fiiy=2r—1Az€R c) f:y’=zAz€R
b) fory=vZ+4Az€(—4;00) d) fay=22Az€ER

2 Rozhodnéte, které z nakreslenych mnozin bod na obr. 1 jsou grafem funkce:

Obr. 1

4.2 Rovnost funkci

3 Rozhodnéte, zda dané funkce f, g jsou si rovny:

a) f(z) =1 b) f(z) ==z

g(x) = sin® z + cos® z g(z) =22z~

¢) f(z) =sinz

5 g(z) =tgz - cosw

4.3 Definiéni obor funkce

4 Urcete defini¢ni obory uvedenych funkei:

File] e B = 1 Fi) = 4”;+_26

fale) = 222 fole) = %

15@) = T3 fro®) = VAT T+ [
filw) = L fu(@) = loglz ~ )

fs(z) = Tz+113—|—4 frza(2) = m
fol@) = Va¥2 fis(@) = | flogy (22 + 1)

fr(2) = \/ﬁ fra(z) = flogsz +1

4.4 Hodnota funkce, obor funkénich hodnot

x+4v
z—1

5 Vypocitejte hodnotu funkce y = bodech —1, 3, V2.
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6 Je déna funkce f: y = 2® — z A z € R. Vypotitejte: f(—2), f(3), f(2v3).

7 Je dana funkce g(z) = 3% + 1. Vypoditejte: g(1), g(a) + g(2), g(a + 2),
g(v?), [9(®)]*.

8 Je déna funkce f(z) = z? + 2z — 30. Rozhodnéte, zda existuje = € R tak,
aby platilo:
a) f(z) =5 b) f(z) = -100 c) f(z) =43

9 Je dana funkce g(z) = 2z — 3. Rozhodnéte, zda existuje z € R tak, aby
platilo:
2) g(z%) = [9(@)? —2 b) gz +6) = g(62)

z? +1

10 Je déna funkce h: y = CPL

¢) 9(z) + 6 = 6g(z)

a) Rozhodnéte, ktera z nésledujicich &isel 2, —2, 0, 5, —1 patii do oboru
hodnot funkce h.
b) Uréete vechna &isla m € R tak, aby platilo: h(m) = h(v/3)
c) Urete viechna &isla c € R tak, aby platilo: h(c+ 1) = h(3)
11 Na obr. 2 jsou grafy funkeci g1, g2, g3:

y y

A

|

i |
g2 _11%._9..3
/N

I

|

Obr. 2:

a) Urcete defini¢ni obor a obor funkénich hodnot pro funkce g1, 92, g3.
b) Urcete &isla z;, z2, 3 z definiéniho oboru funkce g1 tak, aby platilo:

g1(z1) =0,5 g1(zg) =2 g1(z3) = -3

4.5 Funkce slozend

12 Jsou dany dvé funkce f(z) = 3z + 1 a g(z) = 22 + 3z + 2. Vypoditejte:
a) f(g(1)) c) f(£(2) e) f(g(a))
b) g(f(1)) d) g(9(=3)) f) g(f(®)
13 Jsou dany dvé funkce f(z) =22 +1 a g(z) = (z + 1)2.
a) Vypotitejte f(g(—2)).
b) Vyjadiete pfedpis funkce h(z) = f(g(z)) rovnici a potom vypoditejte
h(=2).
14 Jsou dény dvé funkce f(z) = —2z + 3 a g(z) = /z. Napiste predpisy pro
funkce slozené:
a) fog ¢) fo(foy)
b) go f d) go(gef)

e) fo(gof)
f) go(fog)

R e S T T

15 Jsou dény tfi funkce f(z) = z — 1, g(z) = /z, h(z) = = + 3. Vytvoite
slozené funkce h; aZ h4 a uréete jejich defini¢ni obory:
a) hi(z) = g (h(f(2))) ¢) ha(z) = f (g (h(z)))
b) ha(z) = f (h(9(2))) d) ha(z) = h(g(f(2)))

16 Urcete hodnotu parametru a € R tak, aby pro funkci h(z) = az + 3 platilo
h(h(2)) = 17.

17 U danych slozenych funkci urcete funkci vné&jsi a funkci vnitini:
a) y=6yr—4 ¢) y=log’z e) y=5v7
b) y=+vz2 -4z d) y = logz?

g) y=log’z — 4logz
f) y=v5 h) y=(2?+1)3

4.6 Vlastnosti funkci

Rostouci, klesajici funkce
18 Na obr. 3 jsou grafy funkci hy, he, h3. Rozhodnéte, ve kterych intervalech
jsou dané funkce rostouci, klesajici.

A A
3
/\hl 3 ha
|
S —4 1y
-2 |0 4 "= : o 47z
~3
Obr. 3

19 Dokazte, Ze funkce g;: y = 2z — 1 je rostouci v R.

20 Dokazte, Ze funkce go: y = —3z + 6 je klesajici v R.

Prosta funkce
21 Rozhodnéte, které z néasledujicich funkci jsou prosté ve svém defini¢nim

oboru:

fry=20+5 fay=a2-4 fuy=2° fey=lo+1|
22 Urcete co nejvétsi intervaly, ve kterych jsou prosté funkce, jejichz grafy jsou

na obr. 3.

Sudaq, licha funkce
23 Které z funkci hy az hyp jsou sudé (liché) v definiénim oboru?

hi:y==z hy: y =4z hr:y = |z hio: y = z°
hy: y =cosz hs: y = x2 hg: y =logz hi:y=2°
2

1 4z 4z z
s = — s = % = h % S T
hs:y . he: y PR hg: y 214 12 Y 2] +3
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91
94

Obr.4

Na obr. 4 jsou nakresleny grafy funkci g;, g2, g3, 94. Rozhodnéte, které z uve-
denych funkci jsou sudé (liché) v definiénim oboru.

(Pozn.: Graf funkce g; je soumérny podle osy y, graf funkce g, je soumérny
podle poéatku soustavy soufadnic.)

Omezena funkce
Rozhodnéte, které z funkci g, aZ g1 jsou omezené shora, omezené zdola,
omezené v defini¢nim oboru.

911y =cosz g5 Yy=1 9o:y =a° 31y =2°
g2: y =sin’z 961 Yy = |l g y=2> gy =20l
gry=cosz—1 gry=—4z gn:y=z"' gisy=logz
gs: y =2sinz 980y =—4lz|+3 giry=2"% gi6:y=—|logz|
Dokazte, Ze dané funkce jsou omezené v defini¢nim oboru.

10 9 z +
f1($)=m2+2 fo(z) =z /\(E€<_5,3) f3($)=m—+—4/\$€Ro

Maximum, minimum funkce
Rozhodnéte, zda funkce f; aZ fo maji maximum nebo minimum v defini¢nim
oboru. Jestlize maji maximum nebo minimum, potom urcete, ve kterém
bodé, a dile urdete jeho hodnotu.

firy =2z Joy=lz|+1 frry=2"+1

fory=222 -1 fory=—-22+4 fs:y = —|logz|
z+3 4z? 1

oy = . f6'y_z2+4 fg'y_:v2+2ac+1

Vlastnosti funkci — opakovéni

Nacrtnéte graf funkce f, vite-li, e

D(f) = (=3;00) - {0}, f(-3) = -2.

Priise¢iky grafu funkce f s osou z jsou v bodech Pi[—1;0], P[5;0].
Vintervalu (—3;0) je funkce f rostouci a neni omezen4 shora.

V intervalu (—3;3) — {0} je funkce f suda.

V intervalu (3; 00) je funkce f rostouci a omezen4 shora &slem h = 4.
a) Z grafu urdete obor funkénich hodnot funkce f.

b) Ur&ete soufadnice priise¢iku grafu funkce f s osou y.

c) Je funkce f omezen zdola v definiénim oboru?

d) Ur&ete maximum funkce f v defini¢nim oboru.

29
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e) Uréete minimum funkce f v defini¢nim oboru.
f) Je funkce f prost4 v definiénim oboru?
g) Urcete alespoi jeden interval, ve kterém je funkce f prosta.

4.7 Vztahy mezi grafy funkci

Za predpokladu, Ze znéte graf funkce y = f(z), ktery je na obr. 5, na¢rtnéte
grafy funkei:

Yy
a) y=f(z)+2 f) y = —f(z) A
b) y = f(z+2) g) y=—f(2z) s B
Jy=f=1)-3 b y=|f) //T\\ i
d) y =2f(x) i) y = f(lzl) | pa
e) y=1f(z) 3 y=|f(z])| / = \o 3T /5=

Obr. 5

4.8 Linearni funkce

Funkéni predpis line4rni funkce f zapiste rovnici, vite-li, ze plati:

F0) =14 f(2) = 5.

Funkéni predpis linedrni funkce g zapiste rovnici, vite-li, Ze graf funkce g
prochézi body A[1;2], B[3; —4].

Funkéni predpis linearni funkce h zapiSte rovnici, vite-li, ze pro funkci A
plati: h(z + 1) — h(z) =2 A h(0) = 3.

Funkéni predpisy linedrnich funkei g; a# gg zapiste rovnicemi, jsou-li jejich
grafy na obr. 6:

y 91 Y v 93 y
g2 l\// 94
6._
5
4 4f
I 3 / I
| | |
ofL 5 ' - o >
Al E —1,\0 E o1 E |o 3\ *
y Yy y
6 A A
5 - —
| g7
3 , =
I I
Ly > >
of1 47z 6} z g8 [0) z
Obr. 6
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42

2

Nakreslete graf funkce f, které je po ¢astech linedrni a pro kterou plati:
D(f) = (—5;00), f(—=5) = 0. Pro x = 0 funkce nabyvd maxima, hodnota
maxima je 5. Pro z € (—5;0) je funkce rostouci, pro z € (0;4) je funkce f
klesajici a f(4) = —5. V intervalu (4;00) je dand funkce konstantni. Déle
zapiste funkci f jako sjednoceni linedrnich funkci.

Nagrtnéte graf funkce, urlete obor funkénich hodnot:

a) firy=—-2z+1 b) fory=052+3 Az € (-3;0)U{2}U(5500)

Nadrtnéte grafy funkci fi, fo:
z,z20 1, @2 2
T) = z) =
e {—w,m<0 ake) {2x+1,x<2
Je déna funkce g: y = —2z + 3. Funkéni pfedpis linedrni funkce f urcete

tak, aby graf funkce f byl soumérny s grafem funkce g podle

a) osy z, b) osy y, c) pocatku, d) pfimky y = z.

Urdete redlné ¢islo a tak, aby pro linedrni funkci f: y = ax + 2 platilo:
Vz € (—4;4) je f(z) € (—10;10). .

Urcete realné &islo b tak, aby pro linearni funkei h: y = —2z + b platilo:

Vz € (=5;5) je f(z) € (—15;25).

Graf linearni funkce s absolutnimi hodnotami
Nakreslete grafy funkci:

firy =z myi:y=|z+2/+05z—-1 -z
fory=|z|+2 mo:y=|lz+1|—|3—z|+2
fry=|z+2| gry=lz—-1/-2
fay=lz+2|-3 g2y=|lz—-1-2/-3

hi:y = 2|z g3: Yy = |||1:¥1|—2|—3|

hy:y=2lz—-3|+1
Nacrtnéte grafy funkei:

a) y=z+ Va2

9a:y = |[[[lel = 1] = 1] -1

b) y=2z -1+ |z -1+ /(1 —x)?

Funkce signum: y = sgnz
Nacrtnéte grafy funkei:
hy:y=sgnz
hy:y=zsgnz

hs: y = sgnz + sgn(x + 2)
he: y = sgnz - sgn(z + 2)

h3: y = sgn(z — 2)
hs: y = sgn(z? — 2z — 3)

Funkce cela éast: y = [1]

Nacrtnéte grafy funkei:
91y = [z] g3:y=[z—-2] g5:y=2[z] gry=lz]+z
g2: y = —[z] gry=[z] -2 gs y=[2q] g:y=[z] -2

Linearni interpolace

Za ptedpokladu, e graf funkce f(z) = 22 lze v intervalu (2,14;2,15) pova-
Zovat za usecku, vypotitejte f(2,147).

Za predpokladu, e graf funkce g(z) = cos z lze v intervalu (22°40'; 22°50')
povaZovat za tsecku, vypoditejte cos 22°43'. '
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4.9 Kvadraticka funkce

Funkéni predpis kvadratické funkce f zapiste rovnici, vite-li, Ze plati:

f(l) = -2, f(Z) =4, f(3) =4.

Funkéni piedpis kvadratické funkce f zapiSte rovnici, vite-li, Ze graf funkce
f prochézi body K[0;-3], L[1;0], M[-1;—4].

Funkéni piedpis kvadratické funkce f zapiSte rovnici, vite-li, Ze plati:
funkce f je sudd v R, hodnota minima je —8 a jeden z priseciki grafu
funkce s osou z mé soufadnice [2;0].

Funkéni predpis kvadratické funkce f zapiSte rovnici, vite-li, Ze plati:
funkce f pro z = 2 nabyva maxima, pfi¢emz hodnota maxima je 4 a osu y
protind graf funkce f v bodé [0;1].

Funk¢ni predpis kvadratické funkce f zapiSte rovnici, vite-li, Ze plati:
funkce f je v intervalu (—oo;3) rostouci, v intervalu (3;00) je klesajici.
Graf prochazi po¢atkem soustavy souradnic. Hodnota maxima je 18.

Je danaJfunkce g: y = 2 — 42 + 3. Uréete viechna reéln &isla z tak, aby
platilo g(z) = g(-2).

Uréete reélna &isla a, b tak, aby pro funkci y = az? + bx + 5 platilo:

Vz €R f(z+1) — f(z) =8z + 3.

Je dana funkce g: y = 22 — 2z — 3. Funkéni predpis kvadratické funkce f
urlete tak, aby graf funkce f byl soumérny s grafem funkce g

a) podle osy z, b) podle osy v, c) podle pocatku.
Nadrtnéte grafy funkci (urlete soufadnice vrcholu, soufadnice priseciki
grafu s osou z a s osou y, nacrtndte graf, uréete obor funkénich hodnot):
fry=2’+4z+3 friy=32*+6z+3
fory=22—-6z+9 fory=—-222+4z +1
frry=22+z+1 :

foy=—-22-3z
fs:y=22%>—-6
fery=32%+2 fooy=322-3z-1
Graf kvadratické funkce s absolutnimi hodnotami
Nadrtnéte grafy funkei:

gy=x’>+2x-3 hi:y=12%-3z kiry=|2z+1| —z|z — 4|
gry=|22+22 -3  hyy=22-38lz| kay=u2zlr—2+|z*— 2]
gy=x2+2z| -3  hyy==zlz-3 kyy=|z?—z|+|z]-2
ga:y= |22 +20z| -3| hsy=la|(x—3) kiy=[9-2%+[4-2% -5

4.10 Uprava vyrazu — graf funkce

Nacértnéte grafy danych funkci:
z—5 2z —1 3 -4z +2% -4
=——+1 :(1— d =
2) ¥ (x+1+) :1:+1) )y 72— —2
z3 -8 23 +8 1223 — 522 — 62 — 1
D v=mm, "@-22+2z o)y 4z +1
:c+2+:c+2 1
2 2
= — ). (z - _— f) y =222 —
v (x+2+m—1) (= 2+z+1) Jy=2" -1

29

ANATTSAN

HVSd0

J

4

\

J

\



4. £'G

30

57

61

63

64

67

4.11 Exponencidini funkce

Urdete redlnd ¢isla a, b tak, aby graf funkce y = a - 2% + b prochézel body
Alo; 1], B[-1;2].

Urdete realna Cisla a, b tak, aby graf funkce y = 2°7® + b prochézel body
A[1;15], B[—2;1].

Uréete viechny hodnoty redlného parametru g tak, aby dana funkce byla
rostouci.
2¢% \* 1z g+ 3\

- 5= - (&)
a) y (q2+1) )y p )y 1
Uréete v8echny hodnoty redlného parametru p tak, aby dana funkce byla
klesajici.

— p— 2% == 2 _ T P p + 132
a)y—(——3p) b) y=(p*—4) C)y—(pg_l)

Uzitim grafu vhodné exponencialni funkce dokazte, ze (Z)™*° < 1.

- ) ik y o (V504
Uzitim grafu vhodné exponencidlni funkce rozhodnéte, zda éislo (—2—>
je vétsi, nebo mensi nez 1.

Pomoci grafi vhodnych exponencidlnich funkei rozhodnéte, které z &isel K,
L je vétsi:

2,3
a) K =0,25"1 b) K = el ) K= (1)
2,4
L= 0,260’1 L= 7'[_1’1 L= (i)
11
Pomoci grafu vhodné exponencidlni funkce rozhodnéte, jaky vztah plati

mezi redlnymi &isly r, s vite-li, Ze plati:

2 (3) <)

b) 1,77 > 1,7°

Pomoci grafii exponenciélnich funkci rozhodnéte, ktery ze vztahti 0 < a < 1,
a > 1 plati, vite-li, Ze plati:

. S Bies 11
a) a >a b) at >a’ . c) i

Nacértnéte grafy funkei (uréete defini¢ni obor, obor funkénich hodnot, pra-
seCiky grafu s osou z a s osou y):

fiy=2° -4 foy=12t -4 fry=(3)"° -1
fry=20%1—-4 fo:y=21=1 —4 fay=(3)"" +4
fary= —(2°+1 —4) fa: y:2|x|+1 - fory= (%)m+2+4
Nagrtnéte grafy funkei:

g1:y=27° 931y =3-2°7 gs: Yy =¢€"

g2 y = 27o+] 941y =2+ (3)° ge: y = 10°

Q) (VE-1)" > (VZ-1)°
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4.12 Logaritmus ¢éisla

Danou rovnost pfepiste pomoci definice logaritmu:
1
a) 32=9 b) 2-3=g c) 97 =3
Vypoditejte:
a) 108% 9 c) log; V7 e) logg V2 g) logg o5 4
1
b) logs 125 d) log, 5 16 f) logs 1 h) log, , 0,04
Najdé&te vSechna z € (0;00), pro néZ plati:
a) loggz =4 ¢) logrz=-1 e) logsz =0 g) logi,z=1
1 3 3

b) log sz=4 d) log2x=—~§ f) log%m=§ h) log:z::—g
Najdéte vSsechna kladna redlnd ¢isla a tak, aby platilo:

1 1 1
a) log,27=3 «¢) log, 3-3 e) log, 4 = n g) log,8=6

1

b) log, 6= 4 d)log,5=-1 f)log,v/8=3 h) log, V1000 = g

Uzitim pravidel pro poditani s logaritmy upravte a potom rozhodnéte, zda
dané ¢islo z je kladné, nebo zaporné. Je-li ¢islo « kladné, rozhodnéte déle,
zda je mensi, nebo vétsi nez jedna.

a) z1 = 2log4 +log 3 — log 6 c) 3 = 2log, 4 + logy 5 3 — log, , 6

1 1
— o . o e =5
b) x5 =logg 12 — logg 15 — 2 d) z4 ln4+ln3 2(1n2+1n4)
Vypocitejte:
5 10 1
a) log, log, 16 d) 3log, g 2log, & + log, 30
b) log% log, 4 e) logZ2+log2-log5 +log5 — log1
1
c) logs SE (logy 9)* + logy 4? f) 2'o823 4 3logs 5
Vypocitejte z, vite-li, Ze a, b, ¢ jsou kladn4 realn4 &isla (odlogaritmujte):
a) logz = 0,5loga + 3logb—2logc
1 3
b) logz = 3 loga — logb — glogc+ 1
c) log, z = 3log,a + 2log, b+ 4

1
d) logy z = Z(log%a+3log% b) —2+logyc

Dané vyrazy vyjadiete pomoci log a, log b, log ¢, kde a, b, ¢ jsou dané kladna :

redlna Cisla (zlogaritmujte):
a’b® 10a

(a+b)?
e o Sl
100+/c k) oz ) log c

a) log b

31

ANATTSAN

HVSd0

4

\




by s

32

76

77

78

79

81

82

83

84

4.13 Logaritmicka funkce

Uréete redlna &isla a, b tak, aby pro funkci hy: y = alog,z + b platilo
hi(4) =5, ha(3) = —T-

Ur&ete realna &isla a, b tak, aby graf funkce hy: y = log% (z+a)+b prochazel
body K[2;1], L[8;0].

Uréete definiéni obory funkei f; aZ fio:

firy=loggz fo:y =log(lz + 1| =7)
f2: y =logs(z + 6) friy =log(=|z + 3| + |z| + 1)

fa: y = log(z% — 4) fs: y = /log(z + 3)
1 T
A Y cy=1
fey logz — 1 fory og2$_1
1 T+95
Y= — ty =4/l
fs:y og@+7) =1 fiory 08o,2 —

Pomoci grafu vhodné logaritmické funkce rozhodnéte, zda je dané ¢islo klad-

né, nebo zaporné. Je-li dané ¢islo kladné, rozhodnéte dale, zda je mensi, nebo

vétsi nez jedna.

a) A=log,3 b) B =log, 30,6 c) C =log;000,99

Pomoci grafu vhodné logaritmické funkce rozhodnéte, zda plati A > B,

nebo A < B:

a) A=logz1ll b) A= log1 0,4 c) A=logs5 d) A=logy,0,2
B =logz 12 B =log; 0,3 B =logs 3 B =logy 0,2

Pomoci grafu vhodné logaritmické funkce rozhodnéte, zda je a > 1, nebo

a € (0;1), vite-li, Ze plati:

b) log, 2,7 > log,2,8 «¢) log, 0,4 <log,1

Urcete takové celé Cislo m, pro které plati nerovnosti:

a) m<logz2<m+1 c) m<logl50 < m+1

b)m<log%5<m+1 d) m<lnlo<m+1

Vyuzijte graf vhodné logaritmické funkce.

Nalrtnéte grafy funkci. (Urcéete defini¢ni obor, obor funkénich hodnot, pri-

seliky grafu s osou z a s osou y.)

g1: y = log,(z + 4)

g92:y =logy(z +4) — 1

93: y = |logy(z +4) — 1]

Nacrtnéte grafy funkei:

a) log, 2 < log, 5

ga: y = |logy(z +4)| — 1
gs:y=log, |z +4| -1
ge: y = logy(|z| +4) — 1

hy:y=Inzx
hs:y =logx

hi:y =logy a +2
ha:y :3log%m+2
hs: y = 3logy (z + 2)
Najdéte vSechna realn4 &isla z, pro kterd plati:

he: y =logy z +log% z
h7:y =logyx —log% x

1
a) log; s <log, 55 b) logg 7(z + 1) < logg 7 3

Vyuzijte graf vhodné logaritmické funkce.

S & e oLl LA

4.14 Grafické reseni rovnic‘u nerovnic

86 Reste v R graficky rovnice. Kreslete na milimetrovy papir, pro kresleni graf

87

funkei uZijte Sablonu, vysledky uvadéjte s presnosti na desetiny. Provedte

zkouSku dosazenim nebo uzitim grafické kalkulagky.
a) 2=x2+4 c) loggz=x—4

d) 2*°7l=—(z-2)2+5

e) Inz+6=|z -2
1\2z 1
H(3) -3=-;

Reste v R graficky nerovnice. Kreslete na milimetrovy papir, pro kresleni
graft funkei uZijte Sablonu, vysledky uvadéjte s pfesnosti na desetiny.

a) |[z+2| 2 —|z|+4 c) logy = > 9z — 10°

d) (%)z 2 log,(z + 4)

Reste v R graficky rovnice s parametrem a € R. Provedte diskusi o poctu
feSeni vzhledem k hodnoté parametru a € R.

d) [z—-2|+z=az+3

e) |lt—2|+z=ax
fy[1-2z|+|z+1=a

1
b) lal = 5z +4

b) |22 = 1| > —2% +4

a) —z+a=2|z
b) az = |z — 1|
c) lz—2/+z=2z+a

4.15 Inverzni funkce

Rozhodnéte, ke kterym z danych funkei existuji funkce inverzni v defini¢nim
oboru, a svoje tvrzeni zdtivodnéte.

a) y=2z-1 e) y =z

b) y =22 -2z f) y=x~/

U nésledujicich funkei postupné uréete definiéni obor, vypoditejte priseciky
s osami, nacrtnéte graf, zapiSte obor funk&nich hodnot. Rozhodnéte, zda
existuje funkce inverzni. Jestlize ano, do té%e soustavy soufadnic nakres-
lete graf funkce inverzni a pro funkci inverzni uréete defini¢ni obor, obor
funkénich hodnot a rovnici.

a) y=3z+2 j)y=22-6z+5

b) y=—-%£+4 k) y=22 -6z +5A 2 € (3;00)

c) y=3°
d) y=logiz

¢) y=|z+2| ) y=2%2—-62+5Az € (—00;3)
d) y=-z+3 m) y=2""1—-4

e) y==z n) y=0,5*t2 — 1

f)y=2 o) y=e®

g) y=1z2 Az € (0;00) p) y=log,z+1

h) y = 32° Az € (~00;0) q) y = logy(z +4)

i) y = 3a? 1) y=2+logy(z+1)
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5 Exponencidlni a logaritmické rovnice a nerovnice

34

5.1 Exponencidlni rovnice

1 Reste rovnice s nezndmou z € R:

1\® 8

\‘[ e) 2- 0,512'*'%’: = —

Jo 2=t a=s(2) s
Vb) V& V23 = V16 \ v £} B -2° =100%~1 .
) %:L.Wﬁ»_—am.(é)ﬁ g 81_(2)5(9),5

V3 16 \3 4
1\2 3
\d) 0,25- (Z> =1 () = =45

2 Redte rovnice s nezndmou z € R:

4
y a) 3% +3°+1 =108 d) T80 +571 25" +20.25°71 = 0

21 1\= 1\et+l 5

z+1 z—1 z+3 — o A s 31+1 . (_> — %

J b) 251 4251 42 . PE (2) T : :

V) 7-47*+2=3.4"=+3 5 (£))2%= . 5% — 222~1 . 5=+l = —600
3 Reste rovnice s neznamou z € R:

Ja) 4% -6-4*+8=0 d) 9505 4 905—= =

1., 1 1\ L1y 1\#1/1\-1

Ib) g iy e = e) 2(1) "3(5) - 1+<2) ](4)

ic)9-3°+3°=10 £)\5%* - (5% —5) = 3- (521 + 52°) + 50

4 Redte rovnice s neznamou z € R:
a) 3% + 3%+l =7.4% — g=+1

?b) 21:—1 _ 23:—2 — 5::—3 4 2:c—3

w|5

—

\7 C) 2.4% 4 51:—% e 5z+% _ 221—1
Ye
d) "3 + 3 =3 + 9

5 Reste rovnice s nezndmou z € R:
a) 4° 4+ 6% =2.97
6 Reste rovnice s nezndmou z € R:

2))3® = 10
1%? 5ol — 4

7 Reste rovnice s neznadmou z € R:
a) 6.-7°+3 — 7242 = g2 e) 2% =3¢ =051 5. gL
(®) 3t +2.3°=7 d) 7-6°—2-4°=6-9°
8 Urcete v3echna ¢isla z, y € R tak, aby byla feSenim dané soustavy:

/b)|16% =8-4% +2.8°

(P2e371=8
Qd) 5% . 729: — 162—1

a) 2°+5.3Y =53 d) 165+ =8
7-2% —3Y =47 16 4+ 16Y =6
b) 25+1 4 3v = 31 e) 575 : 55 =625
2° —3v-2 = _1 67" : 6°7 =216
c) 2-2°7V 427ty = 90 f) avtt =27

10.25-v—1 _ 9z+y — _92 zg~y¥tl =3-1

—

———————

10

1

12

13

14

5.2 Logaritmické rovnice
Reste rovnice s nezndmou z € R:
a) logy(z+1)=3

b) 4logs(2z — 1) =12

e) log,logslogy z =0

d) log,(5z —4) =2
ReSte rovnice s nezndmou z € R:
a) logs(z? + 2z) = logs(—3z)
b) logz? = log(4 — z?)
Reste rovnice s nezndmou z € R:
a) logz = 2log5 + log4
log;z
b} 1+logs2 .
c) logg(z+1)+loggz =1
d) logy(z+7) —logaz =3
e) log(z + 3) =logz + log3
f) logg vz + 30 +logg 2z =1
g) logz® —logz* +logz® = 12
1 11 log 2

h) 1 log ~lagald S0 ottt .,

) log/z + g — log z° + 3 1 +logid
i) 3log2x? + 2log3z® = 5logx + 2log 62°
j) 0,5(3log5 —1—1logz) =2 —log5
k) log,(3z +2) — 2log, z = 2 — log, 8

1) 1+logs(5— ) —logsz(2z — 1) = logs(2z — 1)

Reste rovnice s nezndmou z € R:
3—-x T log 125
1 = — — =
a) log, z+3 2 °) logy T+ 14 log 5
6z — 2 g z? +1
b) logs ey 2 ‘\\?DIOg" poa i 1
Reste rovnice s nezndmou z € R:
log;(6z — 2) —9 0 2log 3z =
logz(z — 3) log(2 — 7x)
_1 S
logs(z — 7) i (D) logz _ log9

f) logy logs(1 + 20log, z) = -2
c) log%(z —z)=-2 dlogz[M + 2log, (1 + 2logy z) =4
h

logs(z + ) B /log(z —2)  log3

Reste rovnice s nezndmou z € R:

a) logiz +2log,z —3=0

b) 4logg z(loggz — 1) =2 + 3logg z
c) log%(m +1)+ SIOg%(x +1)=6

[ cD\j4log3(2z +1)+logzvV2z+1= %logg(Zx +1)—6

. LDLPOTRCTICLALTVe G LOGGTLLITILCRE TOUTVICE G iETovNnwCce

) /logg{3log,[1 + logs (1 — 2logs z)]} = 0,5

C) 10g071(:1:2 - 51) = ]0g0,1(5.’L‘ + 11)
(_d) logy(z? — z) =log, z
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15 Reste rovnice s nezndmou z € R:

logz + 3 (b logz+1  2logz—1

2) 3—loga:=5 \/2+log:c+ log =

16 Redte rovnice s neznidmou z € R:

1 2
=2 ¢) log2(z +1) + —5—— =
o) logy o+ o ) Togh(e + 1) + g s
b) logz® +2 = Ll A log 23 — =
log 22 ) ) - log? z2

@ Reste rovnice s nezndmou z € R:

36

c) log 100z + log 1022 = 7

log 100z + log 10z = 7
d) log 10022 + log® 102% = 7

b) log 100z + log® 10z = 7

18 Reste rovnice s nezndmou z € R:

100 10
a) §log—+1 g——l g£:—2
1252—?—;——210g2\/5:10g§x+1
log, §
log, 2z T 2
) log, 8z tlog g = log, 4 — log, 0,5
a1 —_— lng 162 —_—
) 0g1 T -logy .’L‘—’l—cyg'i—s'f' 0g1
log2 9z _3
log; 8122~ 2

lo g
f) el +1=logx
f
19 Reste rovnice s nezndmou z € R:

a) z'°8% = 100z ¢) 100022 = glos=
b) alemetd =100z () 278% = aloms®

2
e) z!°87%" = 4973

f) (vEoraetl =2

20 Reste rovnice s nezndmou z € R:

3
a) log, z + log, 8 = logg 16 c) logyz —log, z + logg 2 = i

<d log, 2 + log,, 8 = 2log,, 16
21 Urcete viechna &isla z, y € R tak, aby byla feSenim dané soustavy:
a) r+y=7
logz +logy =1
b) z2 +y2 =20
log, z +log, y =3

b) loggz +logsz =6

c) logyz +log,y =2

_ logyz +logyy =2,5
[ d) logs(z + 1) = 3l°es!
bt log%(x+y) =1+log; 6

4
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22 Urdete vSechna ¢isla z, y € R tak, aby byla FeSenim dané soustavy:
d) zy = 100

log? z +log?y = 10
e) 2tV . 42—V =g

logz(z +y) =2

a) logz +logy =1
2logz —logy =5

b) log, z + 2log, y = 10
2log, 22 — log, y? = 10

c) logy z +logyy =3 f) 5log= 4 logy — 4
Glog%$_210829 - _ 52105z_32logy:_8
logy y log%x

23 Reste rovnice s neznamou z € R:
) =+ log,(8+2%) =7
) = +logy(1—3-2%) =zlog, 4
c) logy 3 + log, 4°1V7 = log, (2+VZ+! 1 4) 42
) logd4 - 2K log; 372 = log; 36°
) logs 10 - 25% — log, (5% + 25) = z + 1
24 Reste rovnice s neznamou z € R:

) 310g5 T 4 45=2. 31035 z+1

) 5. (4log3:: 40) — 41033 z+1 __ 41053 z—1
c) 3-16°8% —5.4l08= _2 =
) 210g:: 3log z—1 _ 2log z4+1 _ 3log z—2

5.3 Exponencialni nerovnice

25 Redte nerovnice s nezndmou z € R:

a) 3°t5 < 1 c) 0,122 <1 e) 358 2 0
1\z+3 1\3z+2
3z—4 > i L >
b) 234 > 1 d) (2) >1 f) (5) >0

26 Reste nerovnice s neznamou z € R:

a) 3*71>9 c) 3% <7 e) 4% 2% <100

2 T
b) 0,12525+3 < 16 d) 0,22 >3 f) (7) Lgetd >

27 Reste nerovnice s nezndmou z € R:
a) 3a:+4 > 32z—1 C) 0’231:—2 > 0’2x+5 e) 2z . 2z+1 < 22+3

ORIOMIEIORE

28 Reste nerovnice s nezndmou z € R:
d) 257 —9.5% +20 <0

a) 3=+1 4 3%+2 < 36
ORI R TO R RS
f) 22 —5.4°"2 <1-2°""

¢) 27— 382 S2eH2 _geHl

b) 45+5 < 16°+!

-1
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5.4 Logaritmické nerovnice

29 Reste nerovnice s nezndmou z € R:

c) log%(z+5)§0 2T

2-z
2
b) logs(z?—2z+1) 20 d) logs(42® +3z) >0 f) log; , (4+ ;) 20

a) logs(z —4) <0 e) logg 3 20

30 Reste nerovnice s nezndmou z € R:
a) logz(z +4) <4 c) logé(Z:c +4)2-3 e)log,2>1
b) logs(2z —1) > =1  d) logg,(z —6) <2 f) log, 5 < —2
31 Reste nerovnice s nezndmou z € R:

a) logs(2z — 1) 2 logs(4z + 3)
b) logy (z +4) < log%(Sz —4)

) logyn(2? — 32) < logay @ + 10gao 5
d) loggs(z — 3) > logg o @ — logg 5 2

32 Reste nerovnice s nezndmou z € R:
a) log5-logy;(z+3) 20
b) logs 0,4 -loggo(z —1) £ 0

c) logz -log(z+1) £ 0

d) logy, « - logz(4z—1) >0

33 Reste nerovnice s nezndmou = € R:

c) logi(z+1)—-9>0

d) log} ,5(z — 1) —logg o5(z —1) 2 0

Ja) logiz +logzz—250
b) log2x+log%z—2§0

34 Reste nerovnice s nezniamou z € R:

logz +1 1 1
e =k e — S
% logz — 2 ® b logx+3

>0
35 Reste nerovnice s nezndmou z € R:
a) [logz] < 4

b) [logsz — 1| < 2

1
d) |2—logz|>1 f) §|log2m+1|§4

2log%m+8

1 -3
3 9 | =<3

1

c) |21 3 > 4 \—l g2

) [2logz + 3 e) ) 23

36 Resite nerovnice s nezndmou z € R:
a) 2|logz| —3 £ |logz — 1|

37 Reste nerovnice s nezndmou z € R:

b) |logz + 2| — [logz| £ 1

a) log|z| > 2 d) log|3 —z| 2 2 f) %bg}g <%
b) log, |z — 3| < 4
2 1 4 3
c) log%|x+2|<1 e) loglx; |<1 g) log%l z; |gz

38 Reste soustavy nerovnic s nezndmou z € R:
a) 1S loggz <2 c) —352—-logyz £ -2

41 -
b) —3< 2logz=3 d) 1< ozt

5 3 +logz <2

39 Reste soustavy nerovnic s nezndmou z € R:
a) 15 [logy x| < 2 ¢) 22 |4—logyz| 2 1
logz — 5

logz| + 1
< logzl+1 o
b) 2 2 <3 5

d)3<‘ |<4

40 Reste soustavy nerovnic s nezndmou z € R:
a) 1 <logs|z| £2 c) —3<loglz—4| <2

2 1
§x| <-1 d) -1< log‘x;_

b) -2 <logy ’<1
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6 Goniometrické funkce a trigonometrie

40

6.1 Velikost dhlu — mira stuprovd, mira obloukovéa

Velikost thlu v mife stupiiové vyjadiete v mife obloukové. Vysledek napiste
jako nésobek ¢isla .

a = 20° v = 210° e = 100°

B = 200° 6=09° w = 22°30

Velikost tihlu v mife stupiiové vyjadiete v mife obloukové. K pievodu uzijte
kalkulacku, vysledek udejte s pfesnosti na tfi desetinnd mista.

a = 26°54 f = 156°09' =1222:37°

Velikost ihlu v mife obloukové vyjadfete v mife stupiiové.

T = 7Tt Ty = %n T3 = %K

Velikost thlu v mife obloukové vyjadiete v mife stuptiové. K vypoltu po-
uzijte kalkulacku, vysledek uvedte s pFesnosti na minuty.

y1 = 0,24 ys = —1,57 ys = 0,003

Y2 =2,5 Y4 = 0,8n ye = 106

Vyjédiete ve stupnich i v radidnech thel, ktery sviraji hodinové rucicky
v 11 hodin 30 minut.

6.2 Orientovany thel

Nakreslete dany orientovany uhel v soustavé souradnic. Vrchol zvolte v po-
¢atku, pocatecni rameno splyva s kladnou poloosou z. Uréete, ve kterém
kvadrantu potom leZi koncové rameno.

a = 143° v =11234°
B = —426° § = —270° 2o = Yn g =12

Je déna jedna z velikost{ orientovaného tihlu. Uréete jeho zakladni velikost.
Potom zapiste viechny jeho velikosti.

a = 5432° v = 200°20’ z; = 3g T3 = —13—7Tt

B = —544° 6 = —5°55' zo = 201 T4 =8

(L‘1=325Tt .’E3=—%Tt

6.3 Hodnoty goniometrickych funkei y =sinz, y = cosz
Vypocitejte (bez pouziti kalkulacky):

a) sin 2r b) cos 3n ¢) sin210° d) cos(—180°)
sin Ln cos In sin 330° cos 120°
sin (—In) cos (—3m) sin 720° cos 240°

S uzitim kalkulacky nebo tabulek vypotitejte s pfesnosti na 4 desetinn4

mista:

a) sin 144°21
sin(—15°13)

b) cos126°47 c) sinl
cos 2 400° sin 4,2

d) cos5,4
cos 3,14

10

11

12

13

14

15

16

17

18
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Urcete vSechny velikosti hlu a € (0; 360°), pro které plati:

a) sina = sin57° b) cosa = cos 306° c) sina = sin203°18’

Urcete zékladni velikost tihlu ve stupnich, vite-li, Ze plati:
3 d:
a) sina:%_/\cosa<0 c) sin*y:-i
2
b) cosﬁ:—\/T—/\sinﬁ>O d) cosd =2

Urcete zakladni velikost tihlu v radidnech, vite-li, %e plati:
1 .

a) sinzlz—--z-/\cos:v1>0 c) sinzz = —1
1 2

b) cosx22—5A31nw2<0 d) cosu:T

S uzitim kalkulacky nebo tabulek urcete zdkladni velikost ihlu ve stupnich
a minutéach, vite-li, Ze plati:

a) sina = 0,4000 A cosa > 0 c) siny = —0,1234

b) cosf8 =0,4000 Asin3 <0 d) cosd = 0,5678

S uzitim kalkulacky nebo tabulek urcete zékladni velikost thlu v radianech
s presnosti na dvé desetinnd mista, vite-li, Ze plati:

a) sinz; = 0,7000 A cosz; < 0 c) sinzz = —0,8765

b) coszs = —0,7000 A sinz, < 0 d) coszy =0,4321

6.4 Grafy goniometrickych funkci y = sinz, y = cosz

Nacértnéte grafy funkci f; az fo. UrCete periodu, vypoéitejte priiseciky grafu
funkce s osou z i s osou y, urlete obor funkénich hodnot.

fi:y=sinzx fa:y=2sinz friy=sin2z
fory=sinz +2 fsiy=—sinz +2 fs: y = sin(—2z)
f3:y = sin(z + 2) fer y = —2sin(—x) for y =sin %z

Nacrtnéte grafy funkci g; az gg. Urdete periodu, vypodéitejte priseciky grafu
funkce s osou z i s osou y, uréete obor funkénich hodnot.

gs:y =cos(z — %) griy=cos(&-%)

gs: y = 3cos(z — %) gs: Yy = —5cosdx

ge: y = —cos(§ — z) go: Yy = COS {7
Nacrtnéte grafy funkei hy az hg. Uréete periodu, vypoéitejte priseciky grafu
funkce s osou z i s osou y, uréete obor funkénich hodnot.

hi:y =3cos (22— %) hg:y=sin(} - %) hs: y = sin 2nz

ha:y =3cos2z — % hy: y =sin (% — §) he: y = sin (21 + )
Nacrtnéte grafy funkei f; az f4, g1 a% g4 a podle obrazkt rozhodnéte, které
dvojice funkei se sobé& rovnaj.

fl( )=sin(z+")

gi: Yy =cosz

—
gz.y—iOSiU 2
g3:y=7%—cosz

g91(z) =sinz

=cos(z + }) g2(z) = cosz
fs(x) = sin (z — %) g3(z) = —sinz
fa(z) = cos (z — §) gs(x) = —cosz
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19 Graficky ov&ite platnost nasledujicich rovnosti:
a) sin(z + ) = —sinz c) cos(3n+z) =sinz
b) sin(2r — z) = —sinz

20 V intervalu (0; 2r) nalrtnéte grafy funkei:
a) y =sin’z ¢) y=sinz +cosz
b) y =cos’z d) y=sinz — cosz

21 Pomoci grafu vhodné funkce nebo pomoci jednotkové kruznice rozhodnéte,
které z danych dvou &isel je vétsi.

d) sin (3n—z) = —cosz

e) y=sin"lz

f) y=cos™ 'z

a) A; =sin170° c) C; =sin2 e) E; =cos6
Ay =sin175° Cy =sin3 E, =sin6

b) B; = cos20° d) D; = cos50° f) F; =sin(-1)
B, = cos 290° Dy = sin 50° F, = —cos(-1)

6.5 Hodnoty goniometrickych funkci y = tgz, y = cotgz
22 Vypotitejte (bez pouziti kalkulagky):

a) tgin b) cotg In c) tg135° d) cotg210°
tg4n cotg Zn tg(—60°) cotg(—300°)
tg3n cotg & tg 90° cotg 270°
23 S uzitim kalkulacky nebo tabulek vypocitejte s pfesnosti na 4 desetinnd
mista:
a) tg58°28' b) cotg20°32’ c) tg2 d) cotg0,25
tg145°18’ cotg 92°47 tg 0,03 cotg 7

24 Urcete zdkladni velikost thlu v radidnech, vite-li, ze plati:
a) tgz; =3 Asinz; >0 c) tgzs =0
b) cotgzs =1 A cosze <0 d) cotgz4=—33@

25 S uzitim kalkulalky nebo tabulek uréete zékladni velikost Ghlu ve stupnich
a minutach, vite-li, Ze plati:

cotgy = —3

cotgw = —1073

cotge = 2

tga=14 tgy = -0,2
cotg p = 10°

tg S =10 tgd = —10
26 S uzitim kalkulagky nebo tabulek uréete zdkladni velikost Ghlu v radidnech
s presnosti na dvé desetinnd mista, vite-li, Ze plati:
tgzsz = 0,15 cotgzs = —0,01 cotgzr = 1,55

tgxy =2
tgzy = —0,003 cotgzs = —10°  cotgzg = —0,2

tg Ty = 20

6.6 Grafy goniometrickych funkei y = tgz, y = cotgz

27 Nagdrtnéte grafy funkci f; az fy. UrCete defini¢ni obor, periodu, vypocitejte
prisetiky s osou z i s osou y, urete obor funkénich hodnot.

firy=tgz fary=2tgz frry=tg2x
fory=tgz+ 5% fory=—tgr+2 fs:y =tg(—2z)
fsy=tg(z+3) foy=2-tg(-2)  foy=tgjz

DD el St BT a2 Ty ) S T o O R a5 s S PR N SN SV R

28 Nacrtnéte grafy funkei g; aZ go. Urcete defini¢ni obor, periodu, vypo&itejte
priseciky s osou z i s osou y, urlete obor funkénich hodnot.

g1: Yy = cotgz g4 y = cotg(z — §) gr: y = cotg (£ — &)
g2: y = cotgz — § gs:y=cotg(j—z)  gs:y=—1cotg2z
g3:y = Za‘-—cotgm ge: Y = %cotg (z—i‘) g9: Yy = cotgzm

29 Nacrtnéte grafy funkci f; aZ fy, g1 aZ g4 a podle obrazki rozhodnéte, které
dvojice funkci se sobé& rovnaji.

filz) =tg(z+3) 91(z) = tgz
fa(z) = cotg (z + %) g2(z) = cotgz
f3(z) =tg(z - ) g3(z) = —tgw

fa(z) = cotg (z — F) 94(z) = —cotgx
30 V intervalu (0;2r) nalrtnéte grafy funkei:

a) y=tg’x

b) y = cotg?x

e) y=tg 'z

f) y=cotg™lz

c) y=tgx +cotgx

d) y=tgz —cotgzx

31 Pomoci grafu vhodné funkce nebo pomoci jednotkové kruznice rozhodnéte,
které z danych dvou &isel je v&tsi.

a) A; =tgLn c) C; = cotg3 e) E; = tg(-1)
Ay =tgiin Cy =tg3 E; = cotg(—1)
b) B; = tg(—150°) d) D; = cotg170° f) F} = cotg0,ln
B; = tg(—250°) Dy = cotg 250° Fy = —cotg0,2n

6.7 Grafy goniometrickych funkci s absolutnimi
hodnotami

32 Nadlrtnéte grafy funkci:

firy =|sinz| fa: y =sin|z| frry=1—|sinz|

f2:y =|[sinz| -} fs:y=sin|z+ % fs:y=|2sinz — 1|

fs:y = [sinz — 1 fe: y =sin (|z] + %) fory=2|sinz| -1
33 Nadrtnéte grafy funkei:

910 Yy = |cosz| g4: Yy =|1 —2cosz| g7y = |cosz| - %

g2: Yy = |cosz| + 1 95:y = |[cosz| —0,5| gg:y =]|cosz -}

93:y=|1—cosz| g6: Yy = cos|z| go:y = cos |z — |
34 Nacrtnéte grafy funkci:

firy=ltgz| firy =tglz| frry=ltgz[+

frry=ltgz -1 fsiy=tglz| - % fo:y=|tgz+ |

fsry=ltgz| -1 fory =tglz - §l fory =tglz + 3§l
35 Nadrtnéte grafy funkei:

91: y = |cotg z| 94: y = cotg|z| g7y = |cotgz - §|

921 y = |cotgz| + § 95y = |1 — cotg z| gs: y = |cotg (jz] — §)|

93y = |COtgx+§| ge: y =1 — |cotg z| go: y = cotg |z — |
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Naértnéte grafy funkeci:
fi:y=sinz +[sinz| f3:y=2|sinz|cosz fs: y =tgz|cosz|
fory=cosz — |cosz| fs:y=—2|coszsinz| fs:y = cotgx|sinz]

Naértnéte grafy funkeci:

|sin z| sinz + |sin z| ) sinz 4 [sin z|
IV Y= "sinz B B= sinz — |sin z| Y= cosz + |cos z|
cosz ~_ cosx —|cosz| __ sinz — [sinz|
= |cos z| = cosz + |cos z| B cosz — |cos z|

Nadrtnéte grafy funkei:
hi:y =tgz + |tgz| hs:y = |tgz|- |cotgz| hs:y=|tgz| -tg~ 'z
ho: y = cotgx — |cotg x| hy: y =tgz - [cotgz|  he: y = |cotgz| ™" - cotg @

6.8 Cyklometrické funkce

Nadrtnéte graf funkce y = sinz v intervalu (—3; 7). Potom nakreslete graf
funkce inverzni y = arcsin z. Urcete jeji defini¢ni obor, obor funkénich hod-
not.
Nagrtnéte graf funkce y = cosz v intervalu (0;nt). Potom nakreslete graf
funkce inverzni y = arccos z. Uréete jeji defini¢ni obor, obor funkénich hod-
not.

.

14

). Potom nakreslete graf
bor, obor funkénich hod-

Nagrtnéte graf funkce y = tgz v intervalu (—%;
funkce inverzni y = arctgz. Urcete jeji defini¢ni
not.

O n

Nadrtnéte graf funkce y = cotgz v intervalu (0;n). Potom nakreslete graf
funkce inverzni y = arccotgz. Urfete jeji defini¢ni obor, obor funkénich
hodnot.

Vypoditejte:
arcsin 3 arccos 1 arctg v/3 arccotg(—1)
arcsin (— 32@ ) arccos 0 arctg(—/3) arccotg 133

Vypoditejte pomoci kalkulacky, vysledek uvedte ve stupnich a minutich
i v radidnech.

arccotg 0,8
arccotg 6

arcsin 0,42
arcsin 2

arctg 35
arctg(—5)

arccos(—0,9)
arccos (—32)

Goniometrické vzorce

6.9 Zékladni vztahy mezi funkcemi

AniZz uréite hodnotu z, uréete hodnoty zbyvajicich goniometrickych funkci
v bodé z, vite-li, Ze plati:

a) cosz =% Aze€(0;%)

b) sinz = -2 Az € (r;3F)

c) tgz=2L2Aze (0;%)
d) cotgz = —5; Az € (3;2n)

46 Urctete definiéni obor daného vyrazu a potom ho zjednoduste.

a7

48

49

j) sin?z - cotg? z + sin’z — 1

b) sinz - cos?z +sin’ z k) cos?z - tg?x + cos® z

¢) (sinz +cosz)? —2sinz-cosz 1) cosz - (tgz + cotgz)

d) (cosz —sinz)? + (cosz + sinz)? m) (1 +tg?z)(1 —sin®2z) —sin? 2
e) sin*z + 2sin®z - cos?z +cos*z n) tg?z —sin®z — tg2z -sinz

f) sin*z — cos* z + cos? z 0) cotg?z — cos?z — cotg?z - cos?

a) (l+cosz)(1— cogz)

sin?z — sin z tgx

&) cos2z — costz P) 1+tgz

h) cos.x cos T &) 1 __cotgz
l—sinz 1+sinz l1+tgz 1+cotgzx

i) sinz 1+ cosz i 1 __tgz
1+cosz sinx l1+cotgz 1+tga

Urcete, pro kterd = € R jsou definoviny uvedené rovnosti, a pak je dokazte.

2

a) cos®z —sin*z = cos?z —sin?z i) sinz-cotgz-cosz =1—sin®z

(sinz + cosz)? — 1 . tg?z —sin’z
sinz - cosz sin®
d cos(—z) _ 1—sin(—2z) K) —(1+tgz)’ + (1 — tgz)2
1—sinz cosz cos2z G ~tg)
. tgZz —1
d) —5— =1+tg’z 1)1—23m2z=&523—
Cos“ x cotg®z +1
e) _ =1+ cotg’z m) : + 1 =l
sin’ z & tg?z+1  cotglz+1
f) —sinz -tgx = cosx n) tgz — cotgz = 1 — 608 %
COS T & 8 8% = Sinzcosz
- 2 2
&F Finm oosare= smz+ Ccos T 0) ( 1-tgz ) _ 1+tg“x
tgz  cotgx 1 —cotgx 1+ cotg?x
1 ; 2 1 2 1
h) (-—,—+smx) +(—+cosx> =5+ -—
sinz cos sin® z cos? x

Urcete, pro kterad z € R jsou definovany uvedené rovnosti, a pak je dokaZte.

o) 1—sinz +cosz _l+sinz +cosz

1 —sinz cosT
b) l+coszx+sinx 1+sinz—cosz

1+ cosz sinz

6.10 Vzorce pro dvojnasobny uhel

Ani? uréite hodnotu z, uréete hodnoty goniometrickych funkci sin 2z, cos 2z,
tg 2z, sin4x a cos4z, vite-li, Ze plati:

c) tgz=1%,z€(0;%)

b) cosz = -3, z € (m; 3F) d) cotgz:—ﬁsé,xe (35;2n)

AniZ uréite hodnotu z, uréete hodnoty goniometrickych funkei cos z a sinz,
vite-li, Ze plati:

a) cos2z =3, 2z € (0; %)

a) sinz =3,z € (%n)

b) sin2z = —1, 2z € (r; %)
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51 Vypoditejte:
a) 2sin22°30’ - cos 22°30’
b) sin15° - cos 15°

c) cos? 15° — sin? 15°
d) cos*75° — sin* 75°

52 Urcete, pro kterd z € R maji dané rovnosti smysl, a dokazte jejich spravnost.

a) 1+sin2z = (sinz + cosz)?
b) cosz-sinz = 1sin2z

¢) cos*z — sin® z = cos 2z
1+ cos2z
—— =cotgzx
d) sin 2z &
) cos’z —cos2x lt .
. sin2e 2%
sin 2z

T ... AN
) cos 2z — cos? x

sinz +sin2zx
&) T +oosz +oondz BT
sin 2x — cosx

1 —cos2x —sinx
5 2cos 2z

i sin2z — 2sin’z = folgt 1
sin 2z + sin® z
cos? T — cos 2z
sin 2z — cos 2z + 1
sin 2z + cos2z + 1
sin 2z + cos2z — 1

sin2x — cos2z — 1

= cotgzx

=2cotgr +1

=tgx

=—tgx

m) 4sin®z - cos®z + cos?2z =1

n) (cotgx +tgz)~! = Lsin2z

o) cotglz +tg™lz =2sin"! 2z

o) cos 2z =C052m_’_sin2x
1-tge

o cos 2z _ Sin2w+sin2x
cotgzr — 1 2

r) % = lsin;’ 2z
cotgzr —tg’z 4

s) % = cos 2z
1+tg“x

t) Zt—gi =sin2z
1+tg°z

i) 14 sin2z _ 1+tga

cos 2z 1—-tgz

3 1+tg:r: cos 2z
l1—-tgx 1-sin2zx

W) sin 2z 1+ cos2z = 2cotga
1 —cos2z sin 2z

2 sin 2z 1 —cos2z Ok
1+ cos2z sin 2z

53 Urcete, pro kterd z € R maji dané vyrazy smysl, a pak vyrazy zjednoduste.

a) (sinz + cosz)? — sin 2z
b) cos2z + 2sin’z
o) sin 2%
cos 2z — cos? z
1+ sin2z
cos 2x
costz —sin*z
cos 2x
2sinx + sin 2z

2sinz — sin 2z

e)

6.11 Soudétové vzorce

g) cos? 2z + sin® 2z
h) cos? 2z — sin® 2z
. cos2z +sin’z

i) 1+ cos 2z

25sin? r — sin 2z
2cos? ¢ — sin 2z

1+ sin2x

(sinz + cosz)?
2cosz —cos2x — 1
2cosz +cos2z + 1

)

k)

54 Aniz urdite hodnotu z, vypoditejte sin(z + y), cos(z — y), vite-li, Ze plati:

a) cosx:%,:ce(o;%)/\smy=%»ye(g; )

b) tgz =3,z € (1;3F) Acotgy = -2,y € (%;7)

46
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Dokazte:
a) sin75°=@ )cos%n—\/iz\/g e) tgl5° =2— /3
5 —

b) coleS°=—\/—4\/€ d) sxn% \/—Z\/_ f) tg75° =2+/3
Dokazte:

a) cos (5 —z) =sinz e) cosz +sinz = v2cos (z — &)

b) sin (z + ) = cosz f) cosz —sinz = v/2sin (% - z)

c) sin (§ 4+ z) = cos (¥ — z) g) cosz +sinz = /2sin (z + %)

d) sin (¥ —z) =cos (§ +2) h) cosz —sinz = v/2cos (z + &)
Dokazte:

a) sin (z + %) —sin (z — §) = 2cosz
b) sin(z + nt) + sin(z — n) = —2sinz
c) sin(z+ &) —sin(z— §) =cosz

d) cos?z — cos?y = sin(z + y) - sin(y
e) sin®z —sin’y = sin(z + y) - sin(z

—x)
-v)

f) sinz — sin(z + 60°) + sin(z + 120°) = 0
g) cosz + cos(z + 120°) + cos(z + 240°) =0

h) sin (¥ +z) — cos (£ +z) =sinz

i) sin (z — %) +sin (in+ ) = —cosz

j) cos (z + 2n) +cos (z + 3n) =

sinz cosx  2sin(z +

g 20E _ 2sin(z+y)
siny  cosy sin 2y

1) cosz sinz _ 2cos(z +y)
siny cosy  sin2y

Vypoditejte:
a) sin 44° cos 1° + cos44° - sin 1°

9 . gin A
b) cos 57 - cos s5m — sin 15T sin 57

Dokazte pomoci souétovych vzorcli a vzorci pro dvojnasobny thel:

a) sin3z = 3sinz — 4sin®z

b) cos3z =4cos®z —3cosz

6.12 Vzorce pro soucet a rozdil goniometrickych funkci

Nésledujici tlohy zjednoduSte dvéma zptisoby. Jednak pouZijte souétové

vzorce, jednak pouZijte vzorce pro so
a) cos(a + 30°) — cos(a — 30°)

b) sin(B + 30°) — sin(8 — 30°)

c) cos(y + 135°) + cos(y — 135°)

Dokazte:
a) sin75° +sin15° = 1/6
Dokazte:
cos 80° + cos 20°
a) — - =1

sin 110° + sin 10°

udet a rozdil goniometrickych funkci.
d) sin (% +z) +sin (§ — )
e) sin (¥ +z) —sin (% — =)
f) cos (z — %) +cos (§ + )

b) sin75° —sin15° = $v/2

sin5° —sin85° ﬁ
) cos 130° — cos 50° 2
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63 Vypocitejte:
sin 65° + sin 25°
8) cos 80° + cos 40°
64 Vypocitejte:
2) sin(z + 15°) + sin(z — 15°)
cos(z — 15°) + cos(zx + 15°)

) cos 50° — cos 70°
sin 70° — sin 50°

sin(z + $n) — sin(z + 37)

b)

cos(z — Zr) — cos(z — 37)

6.13 Vzorce pro polovi¢ni dhel
65 AniZ urtite hodnotu z, vypocitejte sin § a cos 7, vite-li, Ze plati:
a) sinz = —0,8 Az € (m; 3n) b) cosz =12 Az € (3n;2n)

66 Dokazte:
a) cos —1-% — @ C) sin15° = 22_\/§
b) sin & = Y252 d) cos22°30' = Y22
67 Dokazte a uréete podminky pro z:
2tg £ 1-tg?2
a) sinzx = ——5— b) cosz = —=
) sing 1+tg?2 ) 1+tg°%

68 Vyjadiete tgz a cotgx pomoci tg 5. Uréete podminky pro z.
69 Dokazte: .
a) 1—2sin? £ =cosz ¢) 1+sinz = (sin £ + cos Z)
; . 2
b) 2cos? £ —1=cosz d) 1—sinz = (sin £ — cos §)
70 Dokazte:
a) 1+sinz = 2sin? ( )

b) 1 —sinz = 2sin’ (

+

+ £) = 2cos? (
) =2cos? (

A A
N8 N8

EERE]

6.14 Grafy funkci — uziti vzorci

71 Nakreslete grafy funkci:
a) y=sinz-cosz
72 Jsou dany funkee fi(z), f2(z). Nakreslete jejich grafy, potom nakreslete graf
funkce g(z) = fi(z) + f2(z). Pro funkci g(z) urete obor funkénich hodnot
a periodu. ’
a) fi(z) = }sinz
fo(z) = —2sinz

b) y =sin’z —cos?z c) y=sin’z +cos’z

b) fi(z) =sinz
fa(z) =sin (z + %)

¢) fi(z) =sin (2z + %)
f2(z) =sin (2z — §)

6.15 Vztahy pro uhly v trojuhelniku
73 Oznadime-li @, B, v vnitini Ghly v libovolném trojihelniku ABC, potom
plati pro jejich velikosti nasledujici rovnosti. Dokazte jejich spravnost.
a) sina +sin 3 + siny = 4cos § cos g cos ¥
b) cosa + cosf + cosy =1+ 4sin 5 sin%sinizZ
c) sin2a + sin 283 + sin 2y = 4sinasin Bsiny
d) cos2a + cos2B + cos2y = —1 — 4 cosacos B cosy
e) tga+tgB+tgy=tga-tgf-tg7

S i Al Aot bt s SN (o diad Aot M. 4B A A AL A LT b L

6.16 Sinovéa a kosinova véta
V nésledujicich tlohach poéitejte délky stran s presnosti na milimetry a ve-
likosti hld s pfesnosti na minuty.

74 Urcete délky vSech stran a velikosti vSech vnitinich Ghla trojahelniku ABC,
je-li déno:
a) a=10cm, a = 62°, 3 = 34°
b) b =5cm, a =110°, § = 28°

c) c=8,4dcm, a =41°05, v = 26°55
d) a=5,66cm, B = 56°32', v = 44°47'
75 Urdete délky vSech stran a velikosti vSech vnit¥nich ahld trojahelniku ABC,
je-li dano:
a) a=6cm, c=7cm, v =40° c) b=8cm, ¢ =5cm, v = 26°55'
b) b=6cm, c=9cm, f=75° d) a=6cm, b=3cm, 8 = 30°
76 Urcete délky vSech stran a velikosti vSech vnitinich Ghld trojihelniku ABC),
je-li déno:
a) a=2cm,b=3cm,c=4cm
b) a=3cm, b=8cm, c=4cm

c) a=5cm, b= "T7cm, vy =29°14
d) a=7cm, c=12cm, § = 124°
77 Urcete délky vSech stran trojihelniku ABC, je-li ddno:
a) to =6cm, t, =9cm, c=8cm
b) a =6cm, t, = 5cm, v = 45° °
¢) c=6cm,t, =5cm, a=8cm

d) a=6cm, t, =9cm, t, = 4cm

e) a=10cm, t, = 8cm, v, = 6cm

f) to =6cm, t, =4cm, t. =8cm

78 Vypocitejte velikost nejmensiho Ghlu v trojihelniku ABC, znéte-li délky
stran a = 7cm, b= 8cm, ¢ = 9cm.

79 V trojihelniku ABC zname délku strany b = 8 cm, velikost thlu a = 30°.
Provedte diskusi o po&tu FeSeni a vzdy vypoéitejte velikost Ghlu g, jestlize
délka strany a postupné nabyvé hodnot z mnoZiny a € {2,4,6,8,10}. Udaje
jsou v centimetrech.

80 Vypotitejte velikosti thli v trojihelniku ABC, znate-li délky stran ¢ =
= 10cm, b = 14cm a pomér velikosti dvou Ghld f:vy=2:1.

81 Vypocitejte velikosti ahld v trojihelniku ABC, vite-li, Ze b : a = V31,
B = 2a.

82 V trojihelniku ABC znéte pomér délek stran a : b:c=2:4:5. Vypodi-
tejte velikosti (hli trojihelniku ABC.

83 V trojihelniku ABC znéte velikosti @hli a = 45°, 8 = 60°, v = 75°.
Vypoditejte, v jakém poméru jsou délky stran.
84 V trojuhelniku ABC znéte: a = 4cm, b= 5cm, o = 45°
a) Vypocitejte délku strany ¢ pomoci kosinové véty. (Reste kvadratickou
rovnici, pocitejte s presnosti na jedno desetinné misto, tj. s presnosti na
milimetry.)
b) Vypocket ovéite konstrukei. Narysujte viechny trojuhelniky podle danych
tidajti, zmé&ite délku strany ¢ a porovnejte s vypoctem a).
85 Uzitim kosinové véty dokaizte, Ze viechny (hly v rovnostranném trojihel-
niku maji velikost 60°.
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86 Uzitim kosinové véty dokaZte, Ze v rovnoramenném trojihelniku ABC se
zékladnou AB plati:
a) ¢c=2acosa b) ¢ = 2a?(1 — cos7)

87 Urdete délky viech stran, délky uhlopficek, vysky a velikosti vSech vnitinich
@hld rovnobé&zniku ABCD, je-li ddno:

a) |[AB| =6,2cm, |BC| = 5,4cm, |AC| = 4,8cm
b) |AB| =10,8cm, v, = 4,2cm, o = 27°11'

88 V lichobé&Zniku ABCD znéate délky stran |AB| = 30cm, |BC| = 15cm,
|CD| =20cm, |AD| = 12cm. Vypoéitejte velikosti vnitfnich Ghld.

89 Vypotitejte délku strany KN a velikost thlu |[SNKL| ve &tyFahelniku
KLMN, je-li déno: |KL| = 10cm, |[LM| = 12cm, |[MN| = 6cm,
[SKLM| =65 |SKNM|=98°.

90 Vzdailenost dvou bodl A, B kterou nelze pfimo zmé&rit uréime nésledovné:
zvolime libovolné dva body K, L ze kterych je na body A, B vidét. (Body A,
B, K, L lezi v jedné roviné.) Zméiime vzdalenost | K L| = 50 m a nésledujici
ahly: |SBLK| = 54°, |JALK| = 124°, |SAKL| = 28°, |XBKL| = 76°.
Vypoditejte vzdalenost |AB].

91 Vypocitejte Sirku feky, jestlize na jednom b¥ehu byla vyznacena tise¢ka KL
délky 40m a dale byly zméfeny uhly |¥ LK S| = 76°24" a |¥ K LS| = 43°52’,
kde S je bod na druhém bfehu Feky.

92 Na téleso pusobi v jednom bodé dvé sily F; = 40N a Fy, = 70N, které
sviraji Ghel 50°. Urcete velikost vyslednice F' a thel, ktery sviraji sily F
a F1 .

93 Sila F' = 200N se rozklada na dvé& slozky F; = 150N a F5 = 100N. Vypo-
Citejte hel, ktery sviraji sily F; a F,.

94 Sila F' = 200 N se rozklada na dvé slozky, které s ni sviraji tihly o velikostech
a = 27°, 3 =74°. Vypoditejte velikosti obou slozek.

95 T¥isily F; = 10N, F, = 20N, F3; = 27N piisobi na téleso v jednom bodé
v téZe roviné a jsou v rovnovaze. Vypocitejte thly, které sviraji jednotlivé
sily navzajem.

6.17 Vzorce pro obsah trojihelniku, étyFihelniku

96 V trojihelniku ABC znite: a = 5cm, b = 4cm, v, = 2cm. Vypoditejte
obsah trojihelniku ABC a vysku vy.

97 V trojihelniku ABC znéte: a = 4cm, b = 6 cm, v = 60°. Vypocitejte obsah
trojahelniku ABC a vy8ky v,, vp, Uc.

98 Vypoditejte obsah trojihelniku ABC, jestlize délky jeho stran jsou 5cm,
6cm, 9cm. Potom vypoéitejte obsah trojihelniku S4pSpcSac, kde Sap,
SBc, Sac jsou postupné stiedy stran AB, BC, AC.

99 V rovnobé&iniku ABCD znéte: |[AB| = 8cm, |AD| = 2cm, |[{DAB| = 30°.
Vypoditejte obsah rovnob&zniku ABCD a vyiky v, vs. Potom rovnobéznik
narysujte a méfenim ov&fte spravnost vypoctu obou vysek.
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Vypoditejte obsah lichob&Zniku ABCD, znéte-li délky stran |AB| = 8 cm,
|BC| =6cm, |[CD|=2cm, |AD| = 6cm.

Ctverec ABCD (a = 4cm) otocte kolem vrcholu A o thel 45°. Dostanete
tak ¢tverec A1 B1C1D;. Vypocitejte obsah ¢tyifuhelniku, ktery je priinikem
Stverct ABCD a A1 B;C1D;.

6.18 Vzorce pro poloméry kruznic trojuhelniku opsané
a vepsané

Vypoditejte polomér kruznice trojihelniku ABC opsané i polomér kruznice
trojuhelniku ABC vepsané, znéte-li: b= 4cm, ¢ = 6cm, a = 45°.
Vypotitejte polomér kruznice opsané pravothlému trojihelniku ABC, je-li
délka prepony ¢ = 5cm a délka odvésny a = 3 cm.

Vypotitejte polomér kruznice vepsané pravothlému trojihelniku ABC, je-li
pravy thel u vrcholu C, ¢ = 10cm, b= 8cm.

Vypotitejte poloméry kruznic pfipsanych trojuhelniku ABC znéte-li:
a=4cm, b =8cm, v = 100°

6.19 Pravidelné mnohouhelniky

Vypoditejte délku strany a, obvod o a obsah S pravidelného pétithelniku,

ktery je vepsan do kruznice o poloméru r = 6 cm.

Vypotitejte délku strany a, obvod o a obsah S pravidelného pétitihelniku,

kterému je vepsana kruznice o poloméru r = 6.cm.

Strana pravidelného devitithelniku je a = 5 cm. Vypocitejte polomér kruz-

nice, kterou lze danému devitithelniku a) opsat, b) vepsat.

a) V pravidelném dvanictithelniku A;A2As... A2 (a = 6cm) oznalte
postupné Sl, 52, Sg, e vy 512 stfedy stran A1A2, A2A3, ey A11A12,
A2 A,. Vypoditejte pomér obsahti dvandctithelnikd A;AsAs...Ar
a 515253 o .512.

b) Ulohu a) feste obecnd, tj. A1 A2A3 ... A, je libovolny pravidelny n-thel-
nik o strané a.

c) Do kruZnice o poloméru R vepiSte pravidelny n-tihelnik a zéroven
této kruznici opiste pravidelny n-thelnik. Vypocitejte pomér obsaht
n-uhelniku vepsaného a opsaného dané kruznici.

Do kruZnice o poloméru R vepiste pravidelny n-thelnik, n € {3,4,6,8,12,

16,24}. Dokazte spravnost vzorce pro obsah n-uhelniku, je-li vepsén

3R%./3
a) rovnostranny trojihelnik, potom jeho obsah je S = ,—4—\/-,
b) &verec, potom jeho obsah je S = 2R?,
3R?./3
c) pravidelny Sestitihelnik, potom jeho obsah je S = —-2——\/-,

d) pravidelny osmitihelnik, potom jeho obsah je S = 2R? - V2,
e) pravidelny dvanéctitihelnik, potom jeho obsah je S = 3R?,

f) pravidelny Sestnictitihelnik, potom jeho obsah je S = 4R? - /2 - V2,
g) pravidelny dvacetictyfihelnik, potom jeho obsah je S = 6R?- /2 — V3.
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7 Goniometrické rovnice a nerovnice

52

7.1 Goniometrické rovnice

Reste rovnice s nezndmou z € R:

1 3
a) sinx=§ c) cosz:% e) tgx =3
2
b) sinx=—!2—— d) cosz = —1 f) cotgz = —/3
Reseni nésledujicich rovnic vyjadiete ve stupiiové mife:
3 1
a) sinz=—12-_ b) cosT = 5 c) tgx=1
Reste rovnice s nezndmou z € R:
cosz+1 4cosz—1
2. = = e
a) 3 3 cos T
b) 5 Si.n z+4 _
10sinz + 4
c) sinz =sinn — cosg
d) cosz — cos En = sin §n + cos §Tt
2= 2 2

Dané rovnice Feste v intervalu (0; 360°) s uzitim kalkulacky nebo tabulek.
(Vysledky zapiste ve stupfiové mife s pfesnosti na minuty.) *

a) cosz = 0,2425 b) tgz = —-35
Nésledujici rovnice feste v intervalu (0;2r) s uzitim kalkulacky nebo tabu-
lek. (Vysledky zapiSte v obloukové mife s pfesnosti na dvé desetinnd mista.)

c) 4cotgr =

a) sinz = 0,9876

6 Reste rovnice s nezndmou z € R:

\'@ sin3z =1

b) cos10z = iz-i
c) cos éa: =0
52 =
. Ty _ V2
d) s1n(2x - Z) =
) 1
e) cos(Bz + an) -

7 Reste rovnice s nezndmou z € R:

@2cos2z —cosz—1=0
b) 4sin’z — 2sinz = \/3(—1+Zsina:)

¢) 2sin’z +3cosz =0
d) 2cos?z —3 = 3sinz
e) 2sin’z + 3v2cosz —4=0

f) sin?z — cos®z + V/3sinz —2=0

b) cosz = 2,5000

c) 4cosz + 2 =0,8000
f) tg(dz —3) =1
T
g) cotg(g - z) =

h) sin(l1—2z)=0
i) V2cos (4n + 2z7) = —
i) sin(4a: - g) =2

12sin*z +sinz —-1=0
8cos x——lOcos z+3=0
sinz — costz = -1
tg?z—tgz —2=0
tgz+cotgx—2=0

tg?z 4+ 3cotg?r —4=0

g)
h)
i)
j)
k)
1)

i

8 Reste rovnice s nezndmou z € R:

a) 4sin2x—-tg2w=1
b 2tg :c+4cos p='7

¢) tg?z +sin’z + cos?z = 2
d) (tgz + cotgz)? — (tgz — cotgz)?
9 Reste rovnice s nezndmou z € R:

@2sm 5:1:+3cos5a:—0
2 -+3 -——-O
b) 2sin’ 3+ cos =

10 Reste rovnice s nezndmou z € R:

EiPE, N §

(a)) 2sin?z —sinz =0

b) 4cos®z = cosz

c) 3cos’z = 2sinzcosz

d) tgz =2sinx
e) 4cos’x = 3cotg’z

11 Reste rovnice s nezndmou = € R:

0N .
(@) sinx = cosx
b) cosz = —/3sinz

12 Reste rovnice s nezndmou z € R:

a))sin’z —6cos?z +sinzcosz =0
b) 2sin®z + cos? z+smxcosx—1
¢) 3cosz +sinzcosz + 2sin’z = 2
d) 4sin’z — 2sinzcosz = 3

2

e) sinzcosz — cos®z = —2

=4

c) 2cos?8z =3 — 3sin8z
d) 3tg*3z+1=4tg?3z

c) sin10z = —cos 10z
d) 4cosz = 3sinz

f) 7sin®?x + 10cos?z — 11sinzcosz =5

13 Reste rovnice s nezndmou z € R:
X\ e .
(apsinz +sin2z =0
b) sinz —sin2z +2cosz —1=0
14 Reste rovnice s nezndmou z € R:
(@) sin2z = (cosz — sinz)?
b) (sinz +cosz)? =1
: 1
c) sinzcosz = 3

15 Reste rovnice s neznamou z € R:

j. a) cos2z +sinzcosz =1
b) cos2z +sinz =0
c) sinz+cos2z =1
d) 1 =cos2z —sinz
16 Reite rovnice s nezndmou z € R:
' ‘\/,a) cos 2z — sin 2z = (sinz + cos z)?
~"b) 1+ sinz + cosz + sin 2z + cos 2z
c) 2sin2z — 2cos2z = 2
d) 1 - cos2z =sin2z -sinz

¢) sin2zcosz +sin’z =1
d) 2sin?z + sin® 2z = 2

d) sin® z cos® z = 0,125
e) 0,5sin? 2z = sin* z + cos’ z

1.
f) sin®z + cos®z = i sin® 2z

e) (1+ cos2z)sinz = 4cos’
f) cos2z —2 =cosz

g) sin* z — cos* z = cos? 2z

h) sin®z — cos® z = cos 2z

=0

f) 3cotg®x + 3cotg?x —cotgz —1 =0
g) 5sinz +4cosz — 10sinz cosz = 2
h) 3cosz +3 =4cos®z +4cos’x

i) 2sinz +tgx +2cosz+1=0

j) V2cosz —cotgz —2sinz +1=0
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17 Redte rovnice s nezndmou z € R:

(sin 2z + cos 2z)? = 0,5

b) (sin2z —cos2z)? =1 - \/Tg
c) sin2z - cos2z = 0,5

1+ sin2z o
d) Tcaiis (cosz + sinz)

18 Reste rovnice s nezndmou z € R:
@) sindz — v/2sin2z =0
b) sin4z +sin2z =0
c) sindz + 2sin?2z = 2

e) tgz + cotgz = 8cos 2z

2

1
f) tgz - cos®z - cos2z = -3

g) tgz- (1 —sin2z) =1 — cos2z

h) —2tg2z =0

cos? 2z

e) 1+ cosdz = cos2z
f) (1 + cos4z) - sin 2z = cos 2z
g) cosdz — 3cos2z — 3sin2z =0

d) 2sin* 2z — sin® 22 - sin4z = 2sin® 2z — sinda

19 Reste rovnice s nezndmou z € R:

@ sin4z = sin 2z
b) cos4z = cos 2z
c) cos20z = sin 10z

20 Reste rovnice s nezndmou z € R:
z
c’_@ V3 sin 5+ sinz =0
Lz
b) sin 5 +cosz =1

x
c) cos 5 +sinz =0

21 Reste rovnice s nezndmou z € R:
/" a) sindz = sin (3:1: - g)

b) sin (3z + 60°) = sinz
c) —sin2z = sin 10z
d) cos(z + 1) = cos (6 + 2)

e) sin3z = cos (0,53: + g)

22 Reste rovnice s neznamou z € R:

@sin (z 4+ 30°) + sin (z — 30°) =
BY st : ™ _ V3
) sinz + sin (x+ 3) 5

c) cos(z + 120°) — cosz = /3

. (T ; . .
d) sin (Z +m) — sin (g —z) =sin2z j) cos(z + 60°) - cos (z — 60°) = 1

p\(‘,z e) sin(x—g) =sinz—sing

V3
3

sin6x — 2cos3x =0
f) tg3z —2sin6zx =0

&3 V2sin8z + 2sindr = 0

d) cosg—sin£=0_

2
e) sin§+cos§=0
f) \/gsinz—singzo

3
f) sin§z+sin§=0

g) sinz + sin2z +sin3z = 0
h) cosz + cos3z + cos5z =0
i) sin5z — sinz = cos 3z

j) cos 3z — sin 3z = cos 2z — sin 2z

g) sinz — 2sin (60° —z) =0
h) sin(m+§) =5cos(w—g>

i) tg(x+g)-tg(z—§)=l
1
1

k) sin ac+2>-cos(av-}-£)=Z

f) sin (z + 30°) + cos (z + 60°) = 1 + cos 2z

54 \ | LR

4 M. ' 4

o &

>ﬂA/;.‘ 7

23 Reste rovnice s nezndmou z € R:
@ a) sinz +v3cosz =1
b) sinz + 2cosz = 2
c) sinz + cosz = 2
d) 2sinz —cosz+1=0
24 Reste rovnice s nezndmou z € R:
7Y a) sin®z — cos®z = sin’z — cos? z
b) sin®z + cos® 2 = sin?
c) sinz + cosz = cos2z
d) sin®z+0,5sin2c =1 —cos®x

e) V3sinz +cosz =2

f) cosz +3sinz+3=0
g) 2sinz + 5cosz = 20
h) 4sinz +2cosz = /2

) (1-tgz) - (1+sin2z)=1+tgz

Tz —cos’z m) cosz +sin2z = cotgz

n) cosz +cotgx =1 +sinz
0) cos2z =cos?z —0,5tg%

) cot +___sinz 1 ) tgx (t z + )
CO = . —
% B 1+cosz B ie & cosT
in* tr=05 -5=t
f) sin®z + cos*z =0, q) por Yo gx
3
g) sin®z + cos®z = 0,25 r) —— —2=4cotgz
sin®
4cos 2z l1+tgzx
o Qe =2 2
h) cotgz — 1 T+ 1z s) T—tes cos 2z
1 1
i) —— =sinz +cosz t) —s— +2cotgr =0
sinz sin” z
2
j =si Jtgr =1
j) e sinz + cosz u) cos2x+\/_ g
3(1 cos2x — 1
k) 2sinz=w v) tg(E+m)—cotg2x:T—
sinx 2 sin“z
25 Urcete vSechna &isla ¢ € (0;2r), y € (0;2n) tak, aby byla feSenim dané
soustavy:
5 . .
a) T+y=mn c)x+y=gn e) 2sinz — 3siny = —2
tg(z —y) = V3 sinz - cosy = 0,5 sinz +siny = 1,5

b) z —y =120° d) z+y=

sin(z +y) =0,5

7.2 Goniometrické nerovnice

26 Reste nerovnice s neznamou z € R:

sinz —2siny =0

gn f) cos(z+2y) =1

1
sin (2z +y) = 5\/5

V3

a) sinz 2 ? c) sinz <0 e) ey < cotgz < V3
1
b) tgz < -1 d) cotgz > —1 f) 0 < cosz < 3

27 Reste nerovnice s nezndmou z € R:

2
a) |sinz| 2 %

b) |tgz| =1

c) sin®z <1

1
e) sin2z < 3

xr
d) cosz = —4 f) cos 5 >0

2
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28 Reste nerovnice s neznamou z € R:

a) sinz 2 cosz b) cosz < —sinz c) tgz 2 cotgzx

29 Reste nerovnice s nezndmou z € (0; 2r):
c) sin2z <sinz

a) sinz-cosz >0
d) sin?z > sinz

b) sin2z-cosz <0

e) cos2z <1
f) cos2z +sinz <1

30 Reite nerovnice s nezndmou z € R:

a) 2sin’z > 3cosz c) tg?x +cotg?z > 2

b) sin’z +3cosz—3 <0

: ; 1
d) sin®z + 2sinz cosz + cos? z > 5

8 Mocninné funkce, linearni lomena funkce

8.1 Grafy mocninnych funkci

V jednotlivych piipadech vzdy nakreslete graf funkce f a g v jedné soustavé
soufadnic a urdete jejich vzdjemny vztah.
2

) fo@) = =5, 95(2) = 5

a) fi(z) = mlz, 91(1)=m

_ 1
(z+2)4

Nacrtnéte grafy mocninnych funkei f; aZ fg. Urcete defini¢ni obor, obor

funkénich hodnot, vypocitejte soufadnice priseciki grafu funkce s osou z

a s osou y. Pri vypoctu prisecikl uzijte kalkulacku, pocitejte s presnosti na

dvé desetinnd mista.

fry=(z-1)* frry=(z-2)72 fory=2a% -4

fory=a"-2 fey=a7%-1 fey=—z""+2

Nadrtnéte grafy mocninnych funkci g; aZz gs. Urete defini¢ni obor, obor

funkénich hodnot, vypotitejte soufadnice priseciki grafu funkce s osou z

a s osou y.

gry=|z7% -1 g3y =z~ -1 g5y = a3 +2

921y =|(z-1)7? g9¢:y = (Je| = 1)73 961y =|z7% +2|

Nacrtnéte grafy mocninnych funkci h; az hg. Urlete defini¢éni obor, obor

funkénich hodnot, vypocitejte soufadnice prusecikii grafu funkce s osou z

a s osou y.

h1:y=l$_4|-—1 hslyzlz_4—ll h5;y:|z_4|+2

he:y = |(z — 1) he:y = (|z| - 1)~* he:y = |z7* + 2]

Naértnéte grafy mocninnych funkci m; az mg. Uréete definiéni obor, obor

funkénich hodnot, vypocitejte soufadnice pruseéiki grafu funkce s osou z

a s osou y. Pfi vypoctu pruseciki uzijte kalkulacku, pocitejte s pfesnosti na

dvé desetinna mista.

mi(z) =2z +Vv3)° -1 my(z) =-L1e71+1 ms(z) = 2272

ma(z) = (z+vV2)  + V3 my(z) =2—-273 me(z) = (—2z) 2

Nadrtnéte grafy funkci k;, k2. Ve vSech p¥ipadech uréete defini¢ni obor, obor

funkénich hodnot a vlastnosti funkei kq, ks.

ki(z) = (z-1)"* -3 ka(z) =2 - (z - 3)°

Nacértnéte grafy funkei s; az sg.

b) @)= m@) =542 ) file) = o5, (o) 1

1 z3 — |z|? 1
2 -2z +1 s3(2) = T2 ey z(|z| + )
1 zt + |zt zt
23 +322+3z+1 s4(2) = x+}m|| s8(2) = |z| — z
Reste v R graficky nasledujici nerovnice:
a) a28>a° 6) 2~2> 2P )z 32" g -2z
b) —z3 <zt d) x~4.< x5 f) 76 > —2b

si(z) =

so(z) =
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8.2 Grafy linearnich lomenych funkei

Nakreslete grafy funkci fi aZ fiz. VZdy urcete definiéni obor, obor funké-
nich hodnot, asymptoty grafu, stied soumérnosti grafu, priseciky s osou z
i s osou y.

1 z+3 2
fry= foy=_——4 fory=~
1 | —4z
Jry= S5 fﬁ'y—x+3 flO-y—w+3
1 z+3 2z +1
f3-y~z_4 frry= z f11'y—z__3
1 z 3 +4
fey=_——7+3 Y= f12-y—2z+1
Nakreslete grafy funkei g; az gs.
) _a:+1 ozl +1 . :v+1
‘x+1 x4+ ) _|a:|+1
g2:y = g4y ="— g y="—5
P e o N Y .
Nakreslete graf funkce y = o, Uzitim grafu feSte nerovnice:
z —
2z +1 2z+1 _ 1 2z +1
> <= 21
8) G5 =" P 653 9 |37l 2

2 pro a € {—4,-3,-2,-1,0,1,2}. Jak

2
Nakreslete graf funkce y = xj—

hodnota parametru a ovlivije graf funkce?

2z + 1
Nakreslete graf funkce y = x:b pro b € {-2,-1,0,1,2}. Jak hodnota

parametru b ovliviiuje graf funkce?

1 pro ¢ € {-2,-1,1,2}. Jak hodnota

Nakreslete graf funkce y =

parametru c ovliviuje graf funkce?

Nakreslete grafy funkei:

x? z+2 1-2%2 /z+1 1)
a)y_(l_x2—1)‘(z+1_1> dy=m33 ( z z+1
1 23 z2 2z + 1
by y=1- 1 e)y_z3+2m2+w2+2x_:c+2
1+;
x+%
2 T+ 5
C)y—1+ 2 f)y: r—Z
1-— _ 2
1+2 T

S s LSRR o g = Rl R et ok, O Syuadt i P ARS8 L By G A A gt Ve s - T g b Ay

8.3 Inverzni funkce k funkcim mocninnym

16 Nakreslete graf dané funkce, uréete defini¢ni obor, obor funkénich hodnot,

17

18

19

20

soufadnice priseciki s osami. Rozhodnéte, zda k dané funkci existuje funkce
inverzni v celém defini¢nim oboru, nebo zda existuje jen v podmno#ing de-
fini¢niho oboru. JestliZe inverzni funkce existuje, nakreslete v téze soustavé
soufadnic jeji graf, urete defini¢ni obor, obor funkénich hodnot, prése¢iky
s osami a rovnici.

firy =22 fey=2"2 fry=(+2)?2-1
fory=2° focg=e~? fery=4-2°
fsry=2a° fory =17 fory=20%+1

Nakreslete graf dané funkce, urcete definiéni obor, obor funkénich hodnot,
soutadnice priseciki s osami. Rozhodnéte, zda k dané funkci existuje funkce
inverzni v celém defini¢nim oboru, nebo zda existuje jen v podmnozing de-
fini¢niho oboru. JestliZze inverzni funkce existuje, nakreslete v téze soustave
souradnic jeji graf, urcete defini¢ni obor, obor funkénich hodnot, priseciky
S osami a rovnici.

ny=vz 942y =z gy =2vVz—1+3
920y =Vz+2 gsiy =z -2 g:y=2V1-2z
931y =7z +2 9oy =2Vz =2 go:y=Vr—1

8.4 Inverzni funkce k funkci linedarni lomené

Nakreslete graf dané funkce, urcete defini¢ni obor, obor funk&nich hod-
not, souradnice pruseéiki s osami. Zdtivodnéte, pro¢ k dané funkci exis-
tuje funkce inverzni. Nakreslete v téZe soustavé soutadnic jeji graf, urcete
defini¢ni obor, obor funk&nich hodnot, priseéiky s osami a rovnici.

1 1 2z +3
hy:y=-= ry = (Y=
Y=z hs:y=— hsiy=——

1 z+1 4+
hoty=——2 AT he:y =
Bl =iz hypy = —— ¢ Y=y

Pocéitani s odmocninami a s mocninami

8.5 Pocéitani s odmocninami

Vypocditejte:

a) V12-V3 f) (V11— +5)- (V11 +V5)

b) V15527 g) (3vV7+v2)-BVT7—V2)

¢) (V3+v?2) (V2 -V5) h) (V2+v5~V3) (V2+ V5 +V3)
d) (2v3+V5) - (V3 -2V5) i) (V2+vV5+V3) - (V2-v5-V3)
e) V2 (V6—v3)—v6-(vV2-V3) - V3 (V6-V2)

Vyp olitejte:

a) V72:v2 d) (VIO+VI2): V2

b) V60 : V15 e) (6v15 — 3v/5 +2v10) : 2V
)ﬁ-\/ﬁ ¢ v2-V12 2

VTE ) VeV V3
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21 Vypocitejte:

a) V28 c) (3¥/16+2¥/54)- V4 e) (2¥18+3¥12): V6

) 30 Odstraifite odmocniny ze jmenovatelt zlomkd (zlomky usmérnéte):

il J
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4 4 4 4 4 1 1 3
b) \3/E\3/5 d) (C/§+\/§)(\/—2—7._\/§) f) (\4/2—0""\/‘1)\/‘I a) \3/—5 d) m g) %
22 Céastetnd odmocnéte: b) 1 9 1 K 3
a) V12 — V48 4+ 2VT5 d) v/98 + /200 + /128 22 V102 V21
b) 2v8 - V8+11V72 e) V75 — /300 + V243 1 o 1 . 3
c) 8v/50 + 4v/32 — 6/162 f) 2108 — 2v/27 + 12V/12 ) a3 ) T ) v
=2 Césf;ﬁxé ojriocnét:a: ) T " 31 Vypoditejte:
a) V16 — /54 + 2+/250 c) V128 +2v/16 — v/1024
b) 5¢/625 — /5 — 10/40 d) /32 +2¥4 - /500 a) V2v6—4-V/2/6+4 b) V7+v22- Y7 -
24 Céstetnd odmocnéte: 32 Umocnéte:
) /48 — /3 + 23243 b) /405 + 33/80 — 5v/5 l«':; Eé :;5 ﬁ)\j{s)i’ d% Ei/gi\g)gf ﬁ; E2\/§ J\r/ggzz
. % coniihuct . - e
- Jed;‘)‘es"j;“"C“my' ; \ - 0 (3VB+2VI0? 1) (VB+V2) i) (VZ-1)7?
4) ¢ 33 Odmocnéte (a, b, z, y, 2, m € R):
26 Odstrante odmocninu ze jmenovatele zlomku (zlomky usmérnéte):
1 5 24 3 a) Va2 c) va? + 2ab + b? e) V2 —6z+9
w i 6 . 2,4 2 12 \/‘2—
a)‘/é. e)s_\/5 1)6_3\/5 b) V10026 - /3221  d) Va? + 2 f) /0,25m2 + m + 1
B f) 1 i) V27 -1 34 Vypoditejte hodnotu vyrazu w(z) = 23 — 22 — 2 pro hodnoty 1, z3, z3:
V6 1++7 2+4v3 z
n V3 -V14 ) 15 ) 35 - 53 &y =5 T2 =2++3 T3 =2v/2-3
V6 & 2v/3-3 3v5 4+ 5V3 35 Vypocditejte:
2V3 V6 -5 V15 -2v5 V3/ " V3
27 Odstrante odmocninu ze jmenovatele zlomku (zlomky usmérnéte): b) (V7+4)- ( %/1_ \/_12 )
2 7+1
g LEVZHY3 b) V5 +1 55 55 8
1+V2- 3 VIO— 5+ V21 ) (m+ T ) (VA
28 Ei)z)hodnéte, které z Cisel A, B je vétsi. (Pfi vypoétu nepouzivejte kalkulac- " 33— 2 \/— V-2 V3 /6
| s - V6—2 VItV Vi-VB @ VitV
22222 y .
A= 222 b) A c) Ag = —V= (1+v5)? - (1-+5)
a.) 1 9 _ \/5 ) 2= \/ﬁ ) .3 13\/H e) 4\/5
33333 15v/2 22/27 ‘
1=m 32=F\/0_ Bs=m £) (\/_+\/_ \/_—\/—) .
29 Vypotitejte hodnotu vy (z) = 1 + 2z pro nésledujici hodnoty z LR i 2
ypotitejte hodnotu vjrazu v(z) = — p j y T1 )(\/§+\/ﬁ . -3
o vi—vit) T\Vil+v3
z1=\/§ $4=3—\/§ .’IJ7=2\/§+\/’?
.'z: 1 1 " 2 36 Vypoditejte:
2= = T5 = 8= = = ‘
v2 L-x8 23+ 4/ : ’ V2+1 B b) VVI3+2+V V13 -2
=2v5 z6 =3+ V5 To=V2+1-+3 a) ol N VT
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8.6 Poéitani s mocninami s celym exponentem
Zapiste jako mocninu (n € N, a, z € R— {0}, b € R):

a) 2%2.23 c) 16:27~4 e) zin—3.g5-2n
ppeg=1. 55 d) z3.2% .27 f) a® b3 -a72 b?
Zapiste jako mocninu (n, k € Z, z, y, a, b € R—{0}):
a) 47 :4° c) 16:2n+4 e) y2ntd . ynt3
7n+1 .’B3 ak+1 a2k
b) d) 5—= ) 5w 37
49 TOT bk+2 © B8

Vypocitejte a urlete, kdy vyrazy maji smysl:
a) (22)° c) (122)*: (3z)* e) [(z"%y)°P- (y~)~°

N R o M CANIE)
Vypodtitejte zpaméti (z € R — {0}):

a) 22° b) (22)° ¢) 2% d) 2:4° ) 22:2z £)0°
Vypotitejte zpaméti (k € N):
8] (-1 b) —1? g (—1)f @) (-1 B (P B

Vypotitejte (bez pouziti kalkulacky):

O e N S ON)

b) (0,1)~1 —2-2 4 (—%)_4 Ly e ay
0 021 — (17— L 4 10 (—%)_1 g) (0,02)~%- [(0,1)2]

o (B e () () e

Zjednoduste nasledujici vyrazy a urlete, kdy maji smysl:
a2b—3 —1 c4d—1 2
I (=7) )
c~?d a=3b

e) [n=2-3n3-(6n)~1]72: (2n1)°

-1

a) (z2)71:9(z3)?
i
(z3)~3y5

c) 0,87 1.a2b73.1,5a"2b°

b)
2\5 /m2\-3 117-1

0 [m-(2) (F) 56l

Zsklady mocnin rozlozte na prvocinitele, potom zlomky kratte (n € N):

2) 67 -225.155.27 63— .gn—1.102"! 2142 4 [57R o G0

107 - 126 . 335 302n—4.32n.121-n 202n—5 . 14n—2 . 1632

Zjednoduste nasledujici vyrazy a uréete, kdy maji smysl:

a) xs . (xn .6- y4n)3 b) (16b3a——1)—3 c) (277.354)11—1
9. yin . (5.2 yb)2 (a3b~2 - 4)2 (3rs—2)3n+1
Zjednoduste nasledujici vyrazy a uréete, kdy maji smysl:
IL'"'+1 + 6™ a+2 _ ,a 2z T 9 2n _ ,2n
= a:_ b) Yy Y 3 a“® 4+ 6a® + d) T Y
Tn + 6z 2. ya,+1 + ya. a21: =0 $n+1 — xyn

47

49

51

52
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Zjednoduste nésledujici vyrazy a urcete, kdy maji smysl:

22 —22 425-2° 44—z
8) 't T8 gn
b g2 =1 1—zm % 3z7 232
) 4z5 " 16271 8zntl
Vypocitejte:

o () o= (7 ()
G ()7 () - ()
92+ (3) -va- (v

d) (V271 + (V272 = (-v2)~?

8.7 Pocitani s mocninami s raciondlnim exponentem

ZapiSte pomoci odmocniny a vypo¢itejte bez pouziti kalkulacky:

a) 42 d) 16%5 g) 10003 1) d~a
b) 1253 e) 810:25 h) 4~2 k) —1%
2 1,5 . -3 1
o) (5)° f) () ) (5)° 1) 08
Zapiste jako mocninu s raciondlnim exponentem (z € Rt):
1
a) \/E b) 31‘5 C) \5/11:_3 d) % e) 513

Vysledky nésledujicich loh zapiste jako mocninu ¢isla 2:

c) [(2%)%]%
d) (2.2%)% . 2%

Zjednoduste nasledujici vyrazy a urcete, kdy maji smysl:

Wi

a) 2% .2 e) 2% -4% .85 . 161

f) (25)%.203)°

O

b) 2% :2

gy T g @D @(wﬁéf?%

% yvoys o (zy?)73

2 ry 1.2 -?- ~i9 —-1,.—2 3
b) Y q @D @) A i)
) Wty Y : (yf) (y?)T0

Nasledujici tlohy poéitejte dvéma zptisoby:

1. zplisob: vyraz upravte uzitim pravidel pro po¢itani  odmocninami.

2. zplsob: vyraz nejprve prepiste pomoci mocnin s raciondlnim exponentem
a potom upravte uzitim pravidel pro pocitdni s mocninami.

a) V3-v3 NG
1 V28
b) /8 V4.2 e) 1/5-¢f=- V5 g) —F—=
5 J2. 3
c) V52-/5 \/> 2 it

4
4 .4 3 V7 V49 c_lg.sjg_. 2
d) V11 Y11 H h),/\/i ‘/\/i‘/—
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54 Upravte a udejte podminky:

57

a) Vz -z

b) \/z3 NN

\/ \/7\/' g)——aa"/a_s
a- va?
c) Vk2-Vk
4 ,4m3 5u:—6u2 Gi.3£.
e 0T T

Reste rovnice s nezndmou z € R:

a) z* =625 ¢) z¥ =04 e) VI3 =8 g) V Vs =3
b) 64z —1=0 d) ¥z=9 f) 23 =025  h) V12522 =525

8.8 Upravy vyrazi obsahujicich mocniny a odmocniny
Zjednoduste nasledujici vyrazy a urete, kdy maji smysl:
# (8—\/5_ 8+\/§>.z2——16
2—yzT 2++7 4,/z
b) 2 14z z+2
14z z-1 1-2

I (-7m) () e

2\/x VT + 3\
Y ﬁ+f+< itz ‘/—) (7-2)
\/_+1 VZ -1 N
€) (‘/_ & BT f+1) z+1

Zjednoduste nasledujici vyrazy a urlete, kdy maji smysl:
a) [2z71 + (2z)7' + (:1: +2)7 )t (z+2)7?
b) [1+ (a7 = 1) N7 [1-(e 2+
c)zt-(1-272)-(1+ :v‘s)“1 (@72 -z71 +1)
d) [z71 (2~ 1—1“2] — [z (@t -1 1)]_
Zjednoduste nasledujici vyrazy a uréete, kdy maji smysl:
a~d 43 a~f=i

a P
) a"i—-1 a3 +1
b) b2 +b-3 bE+b 2
b —b-3 b3 — b3
1 2
=3 2c”3
c) —

ci+ct cF-ch
q d-05 d—05 4 405\ !
) (d°15 1 le=d )
16e~! — 9e 16e — 9e~1 e—el 5E « onli®
e) (43—-0,5 3595 | 2505 —35-05 05 — e—o,s) H(e +e™)

59 Nacértnéte grafy funkei:

fi(z) =

z2 . (—~x)?

(=2)° - (~2)°

60 Nalrtnéte grafy funkei:

gil) = /x_‘;z\/i oz~

92(z) =

2,\/’5
z
sfz-/x 74z
1:—2 3/2:2

4 (—:1:)‘4 — 6
f2(-'17) ( :1:)5 -2, (—x) 3
V3z —z-\/x
g3(.’L') \/.'.%
1 S |

65

HVSd0

ANATTSAN

J

4

\

J

\



9 Posloupnosti a Fady

66

" 9.1 Zpusoby zadani posloupnosti

V dané posloupnosti zavisi n-ty ¢len a, na ¢isle n. Znate-li nékolik prvnich
¢lenti, napiste alespon tfi ¢leny dalsi a odhadnéte vzorec pro a,.

a) 4,8,12,16,20,... c) -1,1,-1,1,-1,1,...

b) 1,4,9,16,25,... d) —%,-%,-3,-1,-3,...

Zapiste vzorcem pro n-ty len

a) posloupnost vSech pfirozenych sudych ¢isel,

b) posloupnost vech piirozenych lichych Eisel,

c) posloupnost viech pfirozenych ¢isel délitelnych 11,

d) posloupnost vSech piirozenych ¢isel, ktera pfi déleni 5 davaji zbytek 1.
Posloupnost je dana vzorcem pro n-ty ¢len. Napiste prvnich pét ¢lent dané
posloupnosti a na€rtnéte graf. '

a) a, =2n+1

b) ap=n-27"

e) a,=n2-5

f) ap =n-(-1)"H

c)ap=(Mn—-1)-n
n—1
d) a, =
) an n+1
Posloupnost je ddna rekurentné. Vypocitejte prvnich Sest ¢lend posloupnos-
ti, odhadnéte vzorec pro n-ty ¢len a dokazte jeho spravnost.
b) a; = 1
An+1 =0n +2n+1

a) ap =35
Qn+1 = an +4

C) ay = -1

Unt1 = (—1)*la, +2
Posloupnost je dana rekurentné. Vypocitejte prvnich Sest ¢lent posloupnos-
ti, odhadnéte vzorec pro n-ty ¢len a dokazte jeho spravnost.
b) a) = 1

ag = 3

an =4ap—1 — 3an—2

a) ay = 2
ag = 4
Any1 = 4§(an +an-1)

C) ay = -3
ag = -1
An42 = 2n41 — Gn

9.2 Vlastnosti posloupnosti

Posloupnost rostouci, klesajici
Rozhodnéte, které z nasledujicich posloupnosti jsou rostouci, které jsou kle-
sajici, které nejsou ani rostouci ani klesajici. Potom svoje tvrzeni dokazte.

a) (n)3, d) (-n®+4n—-4)52; g) (-1)"-n)3%,
b) (=2n+3)5%, e) (logn)si,
n+1\%
h) <2n + 3)n=1
Posloupnost omezenda

Rozhodnéte, zda dané posloupnosti jsou omezené shora, zdola, omezené.
Potom svoje tvrzeni dokaZte.

a) (n+1)7%, €) (n?-1)2, e) (sinn)nZ,

2 (). 2GHL ()L

c) M +2n+4), f) (logy n)Z,

10

11

12

13

14

15

PINTE U Sl et yeanstha ibutes chdeRlaest ol s

Limita posloupnosti
Vypoditejte limity danych posloupnosti.
(Rozhodnéte, které z nésledujicich posloupnosti jsou konvergentni.)

9 (2)" 3 (&) 9 (1+ (-0,

n=1

b) (M2 e) (3“1‘::;1 . h) (wzm);igo
o (3n4:l-1>n=1 £) (%)m i (nn:‘;,n)n:l

9.3 Aritmeticka, geometrickda posloupnost

Rozhodnéte, které z nasledujicich posloupnosti jsou aritmetické, které jsou
geometrické. V piipadé aritmetickych posloupnosti uréete diferenci, v pfi-
padé geometrickych posloupnosti urcete kvocient.

o (59, e o (em),, 0 (),

n=1

Posloupnost je dana rekurentné. NapiSte né€kolik ¢lent. Rozhodnéte, které
z uvedenych posloupnosti jsou aritmetické, které jsou geometrické. Posloup-
nosti zapiSte vzorcem pro n-ty ¢len a dokazte jeho spravnost.
b) ay = 8

An+1 =a'n'+'4'2n

C) a) = 5, as =3
Any2 = 2(an = 3) — Qn41

a) ay =7

An+1 = 2a, —3n—1
Dokaite, ze dana t¥i €isla tvorfi tii nasledujici ¢leny jisté aritmetické po-
sloupnosti. Urcete diferenci.
c) sin60°, sin 0°, sin(—60°)

d) a® -2, (a+1)?, (a+2)% kdea € R

a) log 16, log8, log 4
b) 1999 2999 3999
2000’ 2000’ 2000
Dokazte, ze dand tii &isla tvori t¥i nésledujici ¢leny jisté geometrické po-
sloupnosti. Urlete kvocient.
a) V5 —v2, V3, V5+V2
1999 1999 1999
) 2000’ 4000’ 8000

¢) sin2z, cosz,  cotgz, kde z € (0,7)

d) b+1,02+2b+1, 5% +3b% +3b+ 1,
kde b € R

Tvoti-li kladna relnd &isla ay, ag, as tii nasledujici Eleny geometrické po-

sloupnosti, potom jejich dekadické logaritmy tvori tfi nasledujici ¢leny arit-

metické posloupnosti. Dokazte.

Pfi¢teme-li k danym &islim —6, 2, 26 redlné &islo z, ‘dostaneme prvni tfi

&leny geometrické posloupnosti. Uréete, které &islo musime pficist. Potom

urdete prvni &len a kvocient geometrické posloupnosti, ktera takto vznikne.

Uréete redlné &islo z tak, aby &sla ay, ag, ag tvofila t¥i nasledujici cleny

aritmetické posloupnosti.

b) a; = log(2z — 1)
ay = log(4z — 2)
a3 = log(5z + 2)

c) ap =sinz
ay = sin(z + §)
az = sin(z + §)

a) o =224z
ay =1z*+41+4
a3=16
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17
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20

21

24

25
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Urdete realné &islo z tak, aby &isla a;, az, as tvofila t¥i nasledujici ¢leny
geometrické posloupnosti.
1
a) ap =1 b) a1 =1+ 2logzx c) a1=m
ap = 2° as =3 —4logz a; =1
3
=2%+2 112 =3+1 =
a3 =2 + as + logx P

V aritmetické posloupnosti je a; = 20, d = 4.
a) Kolikaty ¢len je roven ¢&islu 1007
b) Kolikity ¢len je roven ¢islu 1507

V geometrické posloupnosti je a; = 64, ¢ = % Kolikéty ¢len je roven &is-
lu &7
Uréete prvni €len a diferenci aritmetické posloupnosti, ve které plati:
a) ag =9 d) a3z = 2a4 g) ag+az= 5
ajo =21 as = —ag af +a§ =13
b) a; + a3z =2 e) ag—a; =6 h) a3 +as= 8
az + a7 = -8 azo —aig = 15 a%—a§:32
C) 2a9 — a3z = 20 f) as +as +ay +ag =10 1) ag+as = 4
a4—5a1=—95 (1211(11=2 a4-a5=~5
Urcete prvni ¢len a kvocient geometrické posloupnosti, ve které plati:
a) a =15 ¢) a; +az —aqg = —110 e) ax+az = 60
as = 40,5 as +az —as = —220 a; + a4 = 252
b) (12=16 d) a3—0,4=360 f) ag‘a3=9
ag =1 a7 —as = 144 as +a3z =10
T¥i &isla, kterd tvofi t¥i nésledujici ¢leny aritmetické posloupnosti, maji
soucet 60 a soucin 7 500. Urcete tato Cisla.
Urcete tfi redlnd Cisla vétsi nez 8 a mensi nez 648 tak, aby spolu s danymi
Cisly tvofila pét nésledujicich ¢lent
a) aritmetické posloupnosti, b) geometrické posloupnosti.
Mezi kofeny kvadratické rovnice z2 — 10z + 16 = 0 vloZte &tyfi &isla tak,
aby spolu s vypoétenymi kofeny vzniklo Sest nasledujicich ¢lent
a) aritmetické posloupnosti, b) geometrické posloupnosti.
Najdéte dvé redlnd &isla z, y tak, aby &isla 3, z, y tvofila t¥i nésledujici
¢leny geometrické posloupnosti a ¢&isla z, y, 18 tvorila t¥i nasledujici ¢leny
aritmetické posloupnosti.
Urcete &tyti &isla tak, aby prvni tfi tvorila tii nasledujici ¢leny aritmetické
posloupnosti s diferenci d = —3 a posledni tii tvofila tii nasledujici ¢leny
geometrické posloupnosti s kvocientem ¢q = %
Deset &isel tvoii aritmetickou posloupnost s diferenci d = 3. Prvni, tieti
a sedmé &islo tvori t¥i nasledujici ¢leny geometrické posloupnosti. Urdete
tato Cisla.
V aritmetické posloupnosti zndme prvni ¢len a; = 18 a diferenci d = —5.

Uréete n € N tak, aby platilo a, + ants = —189.
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V geometrické posloupnosti zndme prvni ¢len a; = 3% a kvocient ¢ = 2.
Urcete n € N tak, aby platilo a, + a2, = 8 200.

Soudet tii po sobé jdoucich ¢lent geometrické posloupnosti je 9. Prvni &islo
nechame, druhé ¢islo zvétsime o 12 a tfeti ¢islo zmenSime o 3. Dostaneme
tak tfi po sobé jdouci ¢leny aritmetické posloupnosti. Uréete ptivodni trojici
&isel a provedte zkousku.

T¥i ¢isla tvofi tii po sobé nasledujici ¢leny aritmetické posloupnosti a soudet
jejich druhych mocnin je 126. Jestlize prvni ¢islo zmensime tfikrat, druhé

¢islo nechdme a treti ¢islo zvétsime Ctyrikrat, dostaneme tfi po sobé& jdouci
¢leny geometrické posloupnosti. Uréete tuto trojici ¢isel a provedte zkousku.

T¥i ¢isla tvori tfi po sobé nasledujici ¢leny geometrické posloupnosti. Jestlize
prvni ¢&islo zmenSime o 36, dostaneme tii néasledujici ¢leny aritmetické po-
sloupnosti. Jestlize déle treti Cislo délime —8, dostaneme opét tii po sobé&
jdouci ¢leny geometrické posloupnosti. Urcete tuto trojici ¢isel a provedte
zkousku.

Délky stran pravothlého trojahelniku tvofi tfi po sobé jdouci ¢leny aritme-
tické posloupnosti. Obvod trojihelniku je 96 cm. Vypoditejte délky stran.

Délky hran kvadru tvorii tii po sobé jdouci ¢leny geometrické posloupnosti,
soucet délek vech hran kvadru je 84 cm. Vypoditejte povrch kvadru, vite-li,
ze jeho objem je 64 cm?®.

Aritmetickd posloupnost je ddna vzorcem pro n-ty ¢len a, = %(3 — 2n).
Vypocitejte aq, d. Déle vypocitejte soucet prvnich deseti ¢lenti a soucet
druhych deseti ¢lent dané posloupnosti.

V aritmetické posloupnosti je a; = 3, d = 4. Kolik ¢lenti této posloupnosti
musime seéist, aby soucet byl vétsi nez 2507

V aritmetické posloupnosti zname tieti ¢len a3 = 18. Uréete podminku pro
diferenci tak, aby platilo sg < 150.

Urdete, jakou podminku musi spliiovat prvni ¢len aritmetické posloupnosti
s diferenci d = 5, aby platilo s3o = 1000.

Urcete soucet vSech pfirozenych Cisel, kterd vyhovuji nerovnici

2 5z — 15
(12z+§)-5— m3 < 50(z + 10).

Uréete soudet viech sudych &isel, ktera vyhovuji nerovnici 22 —53z+150 < 0.

Vypocitejte soucet vSech prirozenych dvojcifernych ¢isel.

Dokaizte, Ze soutet prvnich n lichych &isel je n?. 5

V aritmetické posloupnosti uréete prvni ¢len a diferenci, vite-li, Ze plati:

a) ag = —%a6 b) s5 = 60
S96 = 104 s10 = 170

V aritmetické posloupnosti je prvni &len a; = 10 a diference d = —2. Vy-
poditejte ¢len, ktery je roven jedné Sesting souctu v3ech ¢lend predchozich.

c) 810 = S11 = 165

V geometrické posloupnosti s prvnim ¢lenem a; = 36 urcete kvocient tak,
aby platilo: s3 < 252.
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V geometrické posloupnosti s kvocientem g = 2 vypodtitejte, kolik ¢lent
d4va soucet 186, jestlize posledni séitanec je a, = 96.

V geometrické posloupnosti plati s¢ = 9s3. Urcete a;, q.

Soucet prvnich deseti ¢lent aritmetické posloupnosti je 210, soucet nésle-
dujicich deseti ¢leni této posloupnosti je 610. Urcete a;, d.

Soudet prvnich t¥i ¢leni geometrické posloupnosti je 38, soucet nasledujicich
tif &lent této posloupnosti je 3%, Vypoditejte a1, q, se.

Uréete n&kolik redlnych ¢isel vetsmh nez 2 a mensich nez 42 tak, aby s da-
nymi &isly tvorila aritmetickou posloupnost a déle aby platilo:

a) celkovy soudet ¢isel ptivodnich i vlozenych je 88

b) soulet ¢isel vlozenych je 88

Mezi Cisla 16 a 81 dejte nékolik Cisel tak, aby s danymi €isly tvofila geome-
trickou posloupnost a dale aby platilo:

a) celkovy soucet &isel piivodnich i vloZenych je 211

b) soucet €isel vlozenych je —42

Reste rovnice s nezndmou z € N:

a) 4+6+8+4...4+2=270
b) 1+6+114+16+21+...+z =970
c) 5+6+154+16+25+26+...+2=1221
d)1+2+4+8+16+ .+2*=1023

T
e)x+ +4+ +m—8188
)x+2z+3a:+4:c+ .+ 50z = 2550

Reste nerovnice s nezndmou z € N:

a) 3+6+9+12+...+ 3z 2999
b) 15+10+5+0—-5—... -2 < —100
c) 24+20+...4+2-10° < 108
. R S 2
S (N L | 0 >
d) 1+3+9+...+310_54321
Reste soustavy nerovnic s nezndmou z € N:
a) 500S1+4+3+5+7+...4+2 <1000
1 1 1 1
b) 09< -+-+ - —
) <ghgtgt~ ot 5z <1
9.4 Zapisy pomoci
Zapiste pomoci sumy:
a) 5+7+9+11+...4+27 c) 2-5-8-11—-...-56

b) s +i+i+...+5 d) -1+2-4+8-16+...—1024
Danou sumu rozepi$te pomoci soudtu a soudet vypoditejte.
16 18 30
a) i b) > (4n —5) c) Y 2k
=1 n=2 k=20

57

61

62

63

64

Dokazte:
40 24 26
a) Z(z+4) 20+ > j ) 2 Bi+1)= 3 (3k—4)
i=16 j=1 i=1 k=6
Vypocditejte:
20 2 20
)(zia) +Y 422 2131+Z\/_
i=1 =1 i=5
V dulohéach a), b), e), f) feste rovnice s nezndmou z € N, v ulohéch c), d)

feSte rovnice s neznamou z € R:

T 50
a) S.i=1275 d) S x-i=>55z+ 605
i=1 i=5

b) (2 +3) = 2496
i=1
200

¢) 3 (z+1) = 10100

i=1

T .
9% () =

5 .
f) Z 2z—t — 221—10 s 2:5—-5
i=1

9.5 Uziti geometrické posloupnosti

Pocatkem roku ulozil pan Novak do banky 50000 K¢&. Vklad je trocen 8 %

ro¢né.

a) Kolik korun bude mit na vkladovém G&tu za jeden rok? (Dan z trokt
neuvazujte.)

b) Kolik korun bude mit k dispozici za jeden rok, bude-li mu ode¢tena dan
z aroki ve vysi 15 %7

¢) Kolik korun bude mit na G¢tu po 4 letech? (Dai z rokd neuvazujte.)

d) Kolik korun bude mit na a¢tu po 4 letech, jestlize na konci kazdého roku
mu bude odeétena daii z troki ve vysi 15 %?

Za pét let se podet obyvatel ve mésté X zvysil o 12%. Jaky byl roéni pii-
ristek? (Pocitejte s pfesnosti na desetiny.)

Za kolik let klesne hodnota pfedmétu na méné neZ desetinu ptvodni ceny,
jestlize ro¢né odepisujeme 18 % ceny pfedmétu z piedchoziho roku?

Pfi priichodu sklenénou deskou ztraci svétlo 5% své intenzity. Kolik desek
je tfeba dat na sebe, aby se intenzita svétla sniZila alespoi na polovinu
pivodni hodnoty?

Kolik penéz musi pan Dvordk uloZit, aby pfi roénim troceni 8,5 % mél za
pét let 25000 K¢&? (Dané z aroki jsou 15 %.) ®

Pan Novotny pravidelné pogatkem roku ulozi 10000 K& do banky na ro¢ni
tirok 9 %. Kolik penéz bude mit k dispozici za pét let?

a) Dané z Grokid neuvazujeme.

b) Poditejte dah z Grokl ve vysi 15 %.

Kuidk prokoufi ro¢né 1200 K&. Kolik by uspofil za 50 let, kdyby tuto
Castku vzdy pocatkem roku ukléddal na vkladni knfzku pfi ro¢nim taroceni
8 %? (Potitejte dan z arokd ve vysi 15%.)
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66 Pan Stary m4 ptjc¢ku 300000 K¢ na roéni arok 14 %. Jak velka musi byt
kazdoro¢ni splatka dluhu koncem roku, chce-li pan Stary splatit dluh za pét
let?

67 Pan Novy je schopen kazdoro¢né po dobu 10 let na konci roku splacet ¢astku
50000 K¢. Jak velkou ptijéku si miZe vzit na roéni arok 15 %?

68 Pan Stastny vyhral 3000000 K& Po¢atkem roku ulozi tuto ¢astku na tirok
9% (dan z arokd je 15 %). Kolik penéz miiZe na konci kazdého roku vybirat,
jestlize
a) vybird jen aroky,

b) chce, aby mu penize vystacily na dobu 30 let?

69 Do banky ulozime 10000 K¢&. Kolik penéz budeme mit po 1 roce, jestlize
nam troky ve vy$i 9 % pfipisuji
a) rocné, b) Ctvrtletnd, ¢) mésicné?
(Zdanéni trokd je 15 %.)

Pozn. Urokovaci rok ma 360 dni, kazdy trokovaci mésic m4 30 dnd.

9.6 Nekonecna geometricka fada

70 Danou nekonecnou geometrickou fadu zapiSte pomoci sumy.
a) 3+9+27+81+... c)2—4+8-16+32—...

3 3

1 1 1 1 3
b) z+sz+z+-r+—z+... d) 5 +5+=-+3+3z+322+...
T x xz

2 4 8 16
71 Danou nekonecnou geometrickou fadu, kterd je zapsdna pomoci sumy, ro-
zepiSte pomoci souctu. Urdete prvni &len a; a kvocient q.

co © 1
a $21 b ——
) igl ) & Vo

=1

c) § 5(z +1)7¢

i=1

d) § 5z + 1))

72 U danych nekoneénych geometrickych ¥ad uréete prvni ¢len a kvocient. Roz-
hodnéte, které z danych fad jsou konvergentni, které divergentni. V p¥ipadé,
Ze se jedna o konvergentni fadu, urdete jeji soudet.

3.3.5 3 o 71\°
a)§+z+§+ﬁ+ f) 1%:1(3)
1 1 1 1 o —i
b o et i A s
)3t ntu: 8 2 (V)
2 1 o / 1\"!
c) \/§+1+'£+—+... h)Z(——)
2 2 i=1 2
9 27 oo e
d) 2 AL ; _ni. (%
) +3+2+4+ i) gjl( 1) (3)

€) V5E—-vV3+5-15+5V/5—-5/3+...

DRI | e et i

73 Urcete, pro kterd z € R jsou konvergentni dané nekone¢né geometrické fady.
Potom urcete soudet prislusné rady.

3) 2+ 4z + 822 + 162° + ... d S(1-22) g 3z
=1 i=1

b) z+4+(z+4)2+(x+4)3+... e) f(w2+7)i h) §(210ga:+3)"
i=1 i=1

c) z+2r+4z+8z+... f) Y(z+4)273 i) 3 2 .sin'x
=1 3

i=1

74 Reste rovnice s nezndmou z € R:

a) 1+3z+922+...=10
b) 2—4z+822—...=1
¢) 1+logz+ (1+logz)?+ (1 +1logz)® +... = —6logz
1
d) sinz+sin2z+sin3z+...=—§
75 Reste rovnice s neznamou z € R:
x . il & il T T =2
4-3z) = —— 23y == -
a) igl( 7) 2 ) igle z+1 z-1
oo . 3242 oo ;1
b) (z+1)- 3 (z+2)i = “’5 ©) 3. (3logyz—2)' =3
i=1 i=1
o 1 o .
c) Z(x+2)2’—§ f) S(1-2cos?z)' =tgzx
i=1 =1

76 Dani realnd ¢isla (periodickd ¢isla) zapiste zlomkem v zékladnim tvaru:
a) 0,8 b) 0,370 c) 1,032 d) 25,67

77 Dany zlomek zapiste pomoci nekoneiné geometrické fady alespoii jednim
zpusobem:

1 1 1
b) = =
e ) 7 )

d) — kdez € RA 2] <1
1—-2z

5
78 Vypocitejte:
n+ 3+ 5+ 5+
5. .45‘85_“' b 3 9 27
) g 5 5 ) T¥z+3+.. +n

79 Soucet fady a + aq + ag® + ag® + ... je 20.
Soudet fady a? +a%q* +a?q* +a?¢® +a%q® +. .. je 80. Urete Cisla a, g € R.

“,kden eN

Slovni Glohy

80 ,Nekoneéna“ spirdla se skldda z polokruznic, polomér prvni polokruZznice
je 6cm, polomér kazdé dalsi polokruznice je o % mensi nez polomér polo-
kruznice predchézejici. Vypocitejte délku spirély.

81 ,Nekonetna“ spirdla se sklada z polokruznic, polomér prvni polokruZnice
je 6cm, polomér kazdé dalsi polokruznice je tiikrat mensi nez polomér po-
lokruznice predchazejici. Vypocitejte délku spiraly.
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Vypocitejte délku ,nekone¢né® spirdly, kterd vznikne spojenim bodi A,
Ag, Az, Ay, ...
51[0;0], krajni body jsou A;[—4;0], A2[0;4]. Stfed druhé ctvrtkruznice je
v bodé S3[0; 2], krajni body jsou A3[0; 4], A3[2; 2]. Stied tieti Etvrtkruznice je
v bodé S3[1; 2], krajni body jsou As[2;2], A4[1;1]. Stied &tvrté ctvrtkruznice
je v bodé Sy[1;11], krajni body jsou A41;1], As[3;15]- Tento postup stale
opakujeme.

Vypoéitejte délku ,nekoneéné“ lomené ¢ary, kterd se skladé z usecek B; By,
By Bs, B3Bs, By4Bs,.... Soufadnice krajnich bodd tsetek jsou Bi[1;0],
By[1;1], Bs[0;1], B4[0; 3], Bs[3; 1], Bel}; 2], Brl%: 31, Bslgi 3, - -

V daném rovnostranném trojihelniku ABC o strané a = 6cm sestrojte
kolmici z vrcholu C na stranu AB, patu kolmice oznaéte B;. Bodem B;
vedte rovnobé&zku se stranou AC, prusedik této rovnobézky se stranou BC
oznaéte C;. Patu kolmice z bodu C; na stranu AB oznaéte B, prusecik
strany BC a rovnobé&zky se stranou AC vedené bodem B, oznacte Cy. Patu
kolmice z bodu Cy na stranu AB oznalte Bs, prisecik strany BC a rov-
nob&zky s AC vedené bodem Bjs oznalte C3. Tento postup stéle opakujte.
Vypotitejte délku ,nekonetné“ lomené ¢ary ACB,C1ByC2B3C3. . ., kterd
vznikne uvedenym zpiusobem.

Ve étverci ABCD, |AB| = 6cm postupné vyznacte ,nekonecnou” lome-
nou &aru spojenim nésledujicich bodi: A, B, S;(stfed BC), Sa(stted AC),
S3(stfed AB), Ss(stfed BS;), Ss(stied S153), Se(stfed BSs3), S7 (stied
BS,), Ss(stfed S455), So(stfed SeB) atd. Vypocitejte délku ,nekonecné®
lomené éary ABS;52535;.. ..

V pravoihlé soustavé soufadnic narysujte pfimky o;: y = z, 02: y = —Z.
»Nekone¢nou“ lomenou ¢aru Dy Dy D3 Dy DsDgDy . .. sestrojte tak, Ze z bo-
du D [4;0] povedete kolmici na pfimku oy, patu kolmice oznaéte Ds. Z bodu
D, sestrojte kolmici na osu y, patu kolmice oznaéte D3. Patu kolmice vedené
z bodu D3 na p¥imku o, oznalte Dy4. Patu kolmice vedené z bodu D4 na
osu z oznacte Ds. Patu kolmice vedené z bodu D3 na piimku o; oznacte Dg
atd. Vypoditejte délku ,nekone¢né* lomené &ary Dy Dy D3 Dy DsDgDy .. ..
Do pravoiihlého trojtihelniku ABC (a = 3cm, b= 4cm, [JACB| = 90°) je
vepsana kruznice k;. Te¢na ke kruznici k; rovnobé&znd se stranou BC' pro-
tind stranu AB v bod& B, stranu AC v bodé C;. Do trojihelniku AB;C; je
vepséana kruZnice ks, teéna ke kruZnici ky rovnobézna s B; C; protind strany
AB, AC v bodech By, Cs. Do trojihelniku AB;C> je vepsana kruznice k3,
te¢na ke kruznici k3 rovnob&zna s BoCs protind AB, AC v bodech Bs, Cs.
Tento postup stéle opakujte. Vypocitejte soucet obsahi kruht ki, k2, k3,
kq, .

Sestavte nésledujicim zptisobem ,nekone¢nou“ Sipku. V daném rovnostran-
ném trojihelniku ABC (a = 6cm) sestrojte body K, L1 na strané AB
tak, aby platilo |AK;| = |K1L1| = |L1B|. Sestrojte obdélnik K;L;LyK>
(IK1K2| = 2|K;L,|) tak, aby s trojihelnikem ABC mél spole¢nou jen
Gsecku K;L;. Nyni na strané K, L, sestrojte body K3, L3 tak, aby platilo
|K2K3| = |K3L3| = |L3Ls|. Sestrojte dalsi obdélnik K3LzL4K4 (|K3K4| =
= 2|K3L3|) tak, aby s obdélnikem K;L;L;K> mél spoletnou jen tsecku

atd. &tvrtkruZnicemi. St¥ed prvni &vrtkruznice je v bods

. e S it sldadaghind s, B A S0

K3L3. Tento postup pfi konstrukci dalSich obdélniké neustéle opakujte.

Vypocitejte obsah plochy ,nekone¢né“ Sipky, kterou tvofi dany trojihelnik
a obdélniky sestrojené uvedenym zptisobem.

V krychli ABCDEFGH o hrané a = 6 cm oznatte postupné A;, By, Cy,
D, stfedy hran EF, FG, GH, HE. Ctverec A;B;C;D; tvoii podstavu
dalsi krychle A, B;Cy D, Ey F1G1 Hy, kterd je postavend na pivodni krychli.
Oznacdte postupné As, By, Co, D, stiedy hran F; Fi, G, G1H,, H\E;.
Ctverec Ay B,CyD; tvoii podstavu dalsi krychle A;ByCyDyE,FyGoHs,,
ktera je postavend na predchozi krychli. Tento postup stale opakujte. Vy-
pocitejte objem ,nekonetné“ pyramidy, kterd takto vznikne.

V kouli se stfedem S a polomérem 6 cm vyznacte prumér AB. Sestrojte rov-
nostranny trojihelnik ABS;. Sestrojte kouli se stfedem S} tak, aby s koulf
pivodni méla vnéjsi dotyk. V této kouli vyznacte pramér A; By rovnobézny
s AB a sestrojte dalsi rovnostranny trojihelnik A;B;S; tak, aby s troja-
helnikem ABS; mél spole¢ny jen bod S; a trojihelniky ABS; a A;1B;S;
lezely v téze roviné. Opét sestrojte kouli se stfedem S, tak, aby s pied-
chozi kouli méla vnéjsi dotyk. V této nové kouli vyznalte primér A, B,
rovnobézny s primérem A; B;, sestrojte rovnostranny trojihelnik A,B,.S;
tak, aby s trojihelnikem A;B;S; mél spoleény jen bod S a trojihelniky
A1 B, Sy a A2 B Ss lezely v téze roving. Tento postup stéle opakujte. Vypo-
Citejte objem ,nekonefného snéhuldka® sloZzeného z kouli, které umistime
popsanym zpusobem.
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Geometrie — konstrukéni dlohy

76

10

11

10.1 Zéakladni typy bodovych mnozin

Usetka AB m4 délku 6 cm. Narysujte nasledujici mnoziny bodi v roviné o:

a) M; = {X € ¢; |AX| =2cm}

b) My = {X € ¢; |AX| S 4cm A |BX]| £ 4cm}

c) M3 = {X € ¢; |AX| = |BX]|}

d) My ={X € o; |AX| £ |BX|}

Usetka AB mé délku 6 cm. Narysujte nasledujici mnoziny bodi v roviné o:
a) Gy = {X € g;|JABX| =90°} e) G5 = {X € ¢;|3AXB| =150°}

b) Gz = {X € ;|3JAXB| =90°} f) Gs = {X € o;|JAXB| 2 45°}

¢) Gz = {X € 0;|¥ABX| =60°} g) Gr = {X € o;|[JAXB| < 120°}

d) Gy = {X € 0;|FAXB| =60°} h) Gg = {X € 0;135° 2 |FAXB| 2 45°}
Je déna p¥imka p a &slo m € R*. Nakreslete {X € g; |Xp| = m}.

Jsou dany dvé piimky p, g. Nakreslete {X € g; | Xp| = |Xq|}. Uvazujte:
a) pllg b) p, g jsou riznobézky

10.2 Teéna z bodu ke kruznici

Je dana kruznice k(S;3cm) a bod M, |[SM| = 7cm. Sestrojte tecny
z bodu M ke kruznici k. Vyznaéte body dotyku.

Je déna kruznice k(S;4cm) a bod M, |[SM| = 8cm. Bodem M vedte
viechny piimky p tak, aby délka tétivy, kterou piimka p vytind na kruznici
k, byla 5cm.

10.3 Konstrukce kruznic pozadovanych vlastnosti

Sestrojte viechny kruznice o poloméru 1,5 cm, které se dotykaji dané kruz-
nice k(O;4 cm) a prochézeji dangym bodem M, pro ktery plati:

a) |OM|=3cm c) |[OM|=0,5cm

b) |[OM|=1cm d) |OM|=5cm

Sestrojte viechny kruZnice o poloméru 1,5cm, které se dotykaji dané kruz-
nice k(O;4 cm) a primky p, pro kterou plati:

a) |Op| =3cm b) |Op| = 0,5cm

Jsou dany dv& rovnob&zné piimky py, p2, [p1p2| = 4cm a bod M, pro ktery
plati |Mp;| = 1cm. Sestrojte viechny kruZnice, které se dotykaji danych
piimek p;, po a prochézeji bodem M.

Jsou dény kruznice k;(O1;5cm), k2(O2;2cm). Sestrojte vSechny kruZnice
o poloméru 1 cm, které se dotykaji téchto dvou kruznic. Vzdalenost stiedi
danych dvou kruznic je

a) |0102| = 6cm, b) |010;| = 8cm.

Jsou dany kruznice ki (O;;4cm), ka(O2;2cm). Sestrojte vSechny kruznice
o poloméru 3 cm, které se dotykaji téchto dvou kruznic. Vzdalenost stiedi
danych dvou kruznic je

a) |0102| = 5,5cm, b) |010;| = 7,5cm.

12

13

14

15

16

17

18

19

T i Bl B iy, 2 f T e e ML TG 0 S T P

Jsou dany soustfedné kruznice k; (O; 5 cm), k2(O; 2 cm) a pfimka, p, pro kte-
rou plati |Op| = 3 cm. Sestrojte vSechny kruZnice, které se dotykaji kruznic
ki1, ko a pfimky p.

Jsou dany soustiedné kruznice k1 (O;5cm), k2(O;2cm) a bod M, pro ktery
plati |OM| = 4cm. Sestrojte vSechny kruZnice, které se dotykaji kruznic
k1, k2 a prochézi bodem M.

10.4 Konstrukce trojihelniki a étyfiahelnika

Polohové ulohy

Je déna usetka BS;, |BS;| = 6cm. Sestrojte vSechny trojihelniky ABC,
pro které je usecka B.S; téznici t, a pro které dale plati:

a) a=45°b=>5cm b) a=4cm, t, = Tcm

Je déna tsecka CCj, |CCy| = 5cm. Sestrojte vechny trojihelniky ABC,
pro které je tsetka CC; vySkou v, a pro které déle plati:

a) f=120° ¢c=3cm b) a =60° t. =5,5cm

Je déana usetka AB, |AB| = 6cm. Sestrojte vSechny trojahelniky ABC,
pro které je tsetka AB stranou c a pro které déle plati:

a) vo.=2cm, r =4cm b) v. =3cm, t. = 4cm

Nepolohové ulohy

Ve v8ech néasledujicich tlohéach jsou délky usecek uvedeny v centimetrech.

Znaceni: r je poloméf kruznice trojihelniku opsané, p je polomér kruznice
trojuhelniku vepsané.

Sestrojte viechny pravothlé trojihelniky ABC (|]¢ACB| = 90°), znéte-li:

a) c=6,v. =25 e)a=4,r=3
b) ¢c=6,t.=4 f) c=4,r=3
c) a=3,a=060° g) a=6,p0=2

d) t. = 2,5, a = 60° h) a=60° p=1,5
Sestrojte vSechny trojaihelniky ABC, znate-li:
a) c=6,a=4,5 a=45° ) c=4,v,=3,t,=35

b) b=38, t, = 2,5, v = 30°
c)c=6,a=3,t, =4

d) ¢c=3,a=5,t, =4,5
e) c=5t,=6 1 =3

f) c=7atb=6,tc=4,5
g) tc=4ata=67vc=3,5
h) t,=6,t =6,3,t. =54
i) c=17,v, =6,5 a=30°
j)c=5,a=6,v, =4,5
k) c=4,v.=3, t. =45

m) c=5,v, =4,t. =35
n) c=5v,=4,v.=3
0) €=35,V.=3;t, =2

p) c=6,v, =3,5, v, =55
q) ¢=38,v. =15, 7=120°
1) c=8,t.=4,7, y="75°
8) to =17,5,t. =6, a = 45°
t) ve =4, a =60°,  =45°
u)

te=4,a=60° f=45°
V) te =4, a = 45°, v = 60°

Sestrojte vSechny trojuhelniky ABC, znate-li:

a) r=4,v.=2,¢=175
b) r=4,v,=3,¢c=7

c)r=4,t.=45¢=175
d) r=4,v,=05,7=45°
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20 Sestrojte viechny trojihelniky ABC, znéte-li:
a) 0=15¢c=8 a=45° b) ¢ =15, v. =4, f=60°
21 Sestrojte viechny rovnob&niky ABCD (bod S je prisecik dhlopficek),
znate-li:
a) a =6, v, =3, |[JASB| = 120°
b) b=4,|BD|=f =35, |XASB| = 45°
22 Sestrojte viechny kosottverce ABCD, znéte-li:
a) a=4,v=3 b) |AC|=e=6,|BD|=f=4
23 Sestrojte vechny lichob&zniky ABCD (Gihlopfitky lichobé&zniku jsou AC,
BD, prusecik tihlopfi¢ek je bod S), znéte-li:
a) |AB| =8, |CD| =3, |AC| =6, |BD|="7
b) |AB| =6, |CD| =4, |AC| =5, [$ASB| = 120°
¢) |AB|=7,|BC|=4,|CD|=2, |AD|=3
d) |AB| =6, |BD| =6, |AD| =4, |¥BCD| = 120°
24 Sestrojte viechny konvexni ¢tyfahelniky ABCD (prisecik thlopricek je bod
S), znéte-li:
a) |AB| =7, |AC| =8, |BD| =5, |SADC| = 150°, | BAD| = 45°
b) |BC| =5, |CD| =5, |AC| =6, |[XADC| = 90°, |<BAC| = 45°
¢) |BC| =6, |AC| =5, |CD| =3, |§DAB| = 30°, |<BCD| = 30°
d) |CD| =4, |AD| =5, |AC| =6, [JASB| = 90°, |JABC| = 90°

10.5 Konstrukce usecek

Konstrukce tGseéek pomoci Pythagorovy véty

25 Je déna jednotkova usecka. UZitim Pythagorovy véty narysujte postupné
tsecky délek v2, v/3, /5, V6, V7 atd.

26 Je dana jednotkova tsecka. Uzitim Pythagorovy véty narysujte Gsecku dél-
ky:
a) V5 b) V13 ) V24 d) V12

Konstrukce useéek pomoci Euklidovych vét
27 Je dana jednotkova tisecka. Uzitim Euklidovych vét narysujte tsecku délky:

a) V6 b) V12 ¢) V17 d) VI8

Konstrukce useéek uzitim podobnosti
28 Usetku AB rozdslte bodem X na dvé &asti tak, aby platilo:

a) |[AX|:|BX|=2:3 b) |AB|:|AX|=3:2
29 Jsou dany dva body A, B. Na piimce AB vyznaite viechny body X tak,
aby platilo |AB|: |[AX|=2:3.

30 Narysujte trojihelnik ABC (¢ = 2cm, b = 3cm, ¢ = 4cm). Nargsujte
trojahelnik A;B;C}, ktery je s AABC podobny a jehoz obvod je 15cm.

31
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Konstrukce vyraza
Jsou déany uselky a, b (a > b). Sestrojte tsetku z, pro kterou plati:

2

a) z=+a2 + b2 c)z=a-/2 e) z =+ab g)z:%

Do=v@—F  do=avi  Do=y[T  wa=L
a

Je déna jednotkova tisetka a tisecky c, d (¢ > d). Sestrojte secku y, pro
kterou plati:

c

a)y=c-d b) y=~ c)y=c? d) y= 2

+d

o

10.6 Shodna zobrazeni

Zakladni dlohy
Jsou dany dvé riznobézky p, ¢ a bod M (M ¢ p, M ¢ q). Sestrojte tisecku
XY tak, aby platilo: X € p, Y € ¢ a bod M je stfed tisecky XY

Jsou dény dvé rtznobézky p, g a kruZnice k. Sestrojte Gsecku XY tak, aby
platilo X € k, Y € p, ise¢ka XY je kolm4 na pfimku ¢ a stied tsecky XY
lezi na pfimce g. Zvolte postupné vzijemnou polohu kruznice a pfimek tak,
aby Gloha méla 2, resp. 1, resp. 0 feSeni.

Jsou dany dvé riznobézky p, ¢ a bod M (M ¢ p, M ¢ q). Sestrojte isecku
XY tak, aby platilo X € p, Y € q, |[SXMY| =60°, |[MX| = |MY]|. Zvolte
postupné vzdjemnou polohu pfimek p, g tak, aby iloha méla 2, resp. 1 FeSeni.
Pri jaké vzajemné poloze p, ¢, M méa tloha nekoneénd mnoho feSeni?

Je ddna kruznice k a piimka p (kNp = (). Déle je dana tise¢ka AB. Sestrojte
useCku XY tak, aby platilo X € k, Y € p, Gsetka XY je rovnob&zina
s tseckou AB a je stejné dlouhd jako tise¢ka AB. Zvolte postupné vzdjemnou
polohu kruznice a pfimky tak, aby tloha méla 4, resp. 3, resp. 2, resp. 1,
resp. 0 FeSeni. ’

Dalsi dlohy

Je déna tsetka OP, |OP| = 4 cm. Sestrojte kruznici k(O; 2,5 cm) a piimku
p, p L OP A P € p. Déle sestrojte jeden bod M, pro ktery plati |[OM| =
=3cm a [JPOM| = 30°.

Sestrojte vSechny &tverce ABCD tak, aby platilo A€ kACeEpAM =S5,
kde S je stfed ¢tverce ABCD. ®

Je déna pfimka p, kruZnice k a bod M. Vzajemnou polohu p, k, M volte
stejné, jako v tuloze 37.
Sestrojte vSechny &tverce ABCD tak, aby platilo Be kAD€epANA=M.

Je dana pfimka p, kruznice k a bod M. Vzajemnou polohu p, k, M volte
stejné jako v tloze 37.

Sestrojte vSechny ¢tverce ABC D tak, aby platilo
AekNCepABDC+ PM.
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Je d4na p¥imka p, kruznice k a bod M. Vzijemnou polohu p, k, M volte
stejné jako v tloze 37.

Sestrojte vSechny rovnostranné trojihelniky ABC tak, aby platilo C € k A
ABepANA=M.

Je déna p¥imka p, kruznice k a bod M. Vzajemnou polohu p, k, M volte
stejné jako v tloze 37.
Sestrojte vSechny rovnobézniky MOKL tak, aby platilo K € k A L € p.

Je déna p¥imka p, kruznice k a body P, M. Vzajemnou polohu p, k, P, M
volte stejné jako v tloze 37.

Sestrojte viechny rovnoramenné trojihelniky ABC se zédkladnou AB tak,
abyplatiloBEk/\AEp/\vCC<—>PM/\C=M.

Je d4n &tverec KLMN, |KL| = 6 cm. Vné &tverce sestrojte bod A tak, aby
platilo |[AM| = 3cm, |AL| = 4cm.
Sestrojte viechny rovnostranné trojihelniky ABC tak, aby vrcholy B, C
lezely na obvodu &tverce KLMN.

KruZnice k1 (O1;5 cm), k2(02; 3 cm), |0, 0| = 4 cm se protinaji ve dvou bo-
dech. Oznadte C jeden z téchto prisetikii. Sestrojte viechny rovnoramenné
trojhelniky ABC se zékladnou AB tak, aby platilo

A€k, ABEky AN|JACB| =120°.

Kruznice k1(Oq;4cm), k2(02;2,5cm), |0102| = 3cm se protinaji ve dvou
bodech. Oznagte T jeden z téchto priselikii. Sestrojte vSechny rovnostranné
trojahelniky ABC tak, aby platilo A € ki, B € ks a bod T byl tézisté
trojahelniku ABC.

Je déna kruznice k(O;4 cm) a bod A. Sestrojte vSechny tétivy XY kruznice
k, které maji délku 6 cm a pro které plati, Ze pfimka XY prochézi danym
bodem A.

a) |OA| =3cm

Je dan rovnostranny trojihelnik ABC (a = 6cm) a kruZnice k(0;2,5cm).
Stred O zvolte tak, aby platilo |CO| = |BO| = 5¢m, kN AABC = 0. Se-
strojte viechny p¥imky p rovnobézné se stranou AB tak, aby tétiva, kterou
kruznice k vytina na p¥imce p, byla stejné jako tsetka XY, kterou pfimka
p vytina na trojuhelniku ABC, tj. X € pNn AC, Y €pN BC.

b) |OA| =5,5cm

Uziti stredové a osové soumérnosti ke konstrukci
trojuhelnika

Je déna tsetka CS;, |CS:| = 3cm. Sestrojte vSechny trojuhelniky ABC,
pro které je tisetka CS; téznici t. a pro které dale plati:

a) a=3,5cm, b=5cm c) b=8cm, f=30°

b) a =30°, B =45° d) a=30°t,=7,5cm

Sestrojte viechny trojuhelniky ABC (délky uvedeny v cm), znate-li:

a) a+b=10,c=5,v,=3 ) a+b+c=12, a=45° =715
b) b+ c =10, a = 45°, B = 60° d) a+b+c=12,v. =3,y =60°

51
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10.7 Sklédéni osovych soumérnosti

Zvolte soustavu soufadnic Ozy. V dané soustavé soufadnic narysujte troja-
helnik ABC, A[0;0], B[3; —2], C[0; —2]. V jednotlivych pfipadech narysujte
trojthelnik A; B;Ch, ktery je obrazem trojuhelniku ABC v osové soumér-
nosti dané osou oy, potom narysujte trojahelnik A B2Cs, ktery je obrazem
trojuhelniku A;B;Cy v osové soumérnosti dané osou o,. Najdéte shodné
zobrazeni, které zobrazuje trojthelnik ABC na trojihelnik A B2Cs.

d) orz=100y=2
e)ory=x—2,02:y=0
f)opry=a+1l,00:y=z+1

a) o:z=100:2=3
b) oi:z=3,02:x=1
c)or:xz=1,00y=2

10.8 Hledd@ni minimélniho souétu usecek
(Hledéni drahy kuleénikové koule)

Je dan obdélnik ABCD, |AB| = 6cm, |BC| = 4cm a uvnitf obdélniku

dva body K, L tak, ze plati |AK| = 6cm, |[BK| = 3,5cm, |AL| = 2cm,

|BL| = 4,5 cm.

a) Na tseéce AB najdéte bod X tak, aby soucet vzdalenosti |[K X| + |LX|
byl minimalni.

b) Najdéte dva body X, Y tak, aby platilo X € AB, Y € BC a soucet
vzdélenosti |LX| + |XY| + |KY| byl minimélni.

c¢) Najdéte dva body X, Y tak, aby platilo X € AB,Y € CD a soucet
vzdélenosti |LX| + |XY| + |KY| byl minimélni.

Na kuleénikovém stole lezi dvé koule, Gervend a bil4. Cervend lezi ve stfedu

stolu, bila v jedné &tvrting thlopficky stolu. (Kouli povazujte za bod.)

a) Uréete drdhu Cervené koule tak, aby se po jednom odrazu od nékteré
stény stolu srazila s bilou kouli.

b) Uréete drahu dervené koule tak, aby se po odrazu od dvou sousednich
stén stolu srazila s bilou kouli.

¢) Uréete drahu &ervené koule tak, aby se po odrazu od dvou protilehlych
stén stolu srazila s bilou kouli.

10.9 Stejnolehlost

Obraz utvaru

Je dan trojihelnik ABC (a =4cm, b=3cm, c= 5cm). Vné trojihelniku
ABC sestrojte bod S tak, aby platilo |AS| = 3cm, [CS| = 4cm. Narysujte
obraz trojuhelniku ABC ve stejnolehlosti se stfedem S a koeficientem:

a) =3 b) =1 d) »=-1

Je dan &tverec KLMN (a = 4cm). Oznadte S stied Ctverce. Nakreslete
obraz &tverce ve stejnolehlosti se stfedem S a koeficientem:

a) #=1 b) »x=2 c) x=-3 d) »=-2
Sestrojte trojihelnik ABC (a =6cm, b= 7cm,c =38 cm). Narysujte t&zisté
T trojthelniku ABC. Sestrojte obraz trojihelniku ABC ve stejnolehlosti
se stiedem T a koeficientem » = —3.

c) ¥=-1
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56 Je dina kruZnice k(S;4cm) a bod M € k. Narysujte obraz kruZnice k ve

57

61

62
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64

stejnolehlosti se stfedem v bodé M a koeficientem:
a) x=% b) x=% c)x:i— d);{:-%
Stredy stejnolehlosti dvou usecek

Narysujte stiedy stejnolehlosti dvou rovnobéznych tisetek AB, CD v pfi-
padé, ze délky usecek AB a CD

a) nejsou stejné, b) jsou stejné.

Narysujte stiedy stejnolehlosti dvou tsecek KL a M N, které leZi na téze
piimce. Usetky KL a MN

a) nemaji zadny spole¢ny bod, b) maji spole¢nou tsecku M L.
Stredy stejnolehlosti dvou kruznic

Narysujte stfedy stejnolehlosti dvou kruznic k;, ks, je-li dano:

a) k1(01;3), k2(02;1), |010,] =6 e) k1(01;3), k2(02;2), |0102] =0
b) k1(01;3), k2(02;2), [0102| = 3,5  f) k1(01;3), k2(02;3), [010:] =7
c) k1(01;3), k2(02;2), [010:]| = 1 g) k1(01;3), k2(09;3), |0102| =6
d) k1(01;3), k2(02;2), |0102] =0,5 h) k1(01;3), k2(02;3), |0102| =5

Jsou dany dvé kruznice k;(O;;4cm), k2(O2;1cm), |O10;| = 7 cm.
Narysujte stfedy stejnolehlosti Sy, So danych kruZnic. Oznalte S; vné&jsi
stfed stejnolehlosti, S vnitini stied stejnolehlosti. Potom urcete koeficienty
stejnolehlosti v nédsledujicich pfipadech:

a) stfed stejnolehlosti je S; a stejnolehlost zobrazuje k; na ko

b) stied stejnolehlosti je S; a stejnolehlost zobrazuje ky na kq

c) stfed stejnolehlosti je Sy a stejnolehlost zobrazuje k; na ks

d) st¥ed stejnolehlosti je So a stejnolehlost zobrazuje ks na k;

Uziti stejnolehlosti dvou kruznic v konstrukénich dlohach
Narysujte spole¢né te¢ny danych dvou kruznic.

a) k1(01;3,5cm), ko(O2;1,5cm), |0102| = 6,5¢cm

b) kl (01 H 3,5 cm), k2(02; 1,5 cm), |0102| =5cm

Jsou dany dvé kruZnice k1(01;3,5cm), k2(02;2,5cm), |0102| = 7cm. Na-
rysujte viechny pi¥imky p tak, aby obé& kruznice k; i ks vytinaly na pfimce
p stejné dlouhé tétivy délky 4 cm.

Je dan Ghel Y AV B, |4 AV B| = 45° a uvnitf thlu bod M tak, Ze vzdéalenost

M od — VB je 1,5cm, vzdalenost M od — V A je 3cm. Sestrojte viechny
kruznice, které se dotykaji ramen thlu a prochézeji bodem M.

Je dan thel AV B, |¥ AV B| = 45°, a bod M, ktery lezi na ose tthlu AV B
a pro ktery plati |V M| = 5 cm. Sestrojte viechny kruZnice, které se dotykaji
ramen thlu a prochazeji bodem M.

Je dana kruznice k(O;2,5cm) a pifmka p, |Op| = 4cm. Na pifmce p je dan
bod T tak, ze |OT| = 4,5 cm. Sestrojte viechny kruznice, které se dotykaji
kruznice k a ptimky p v bodé T.
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Konstrukce tseéky délené danym bodem v uréitém poméru
Je dén thel AV B, |$ AV B| = 30°. Uvnitf Ghlu sestrojte bod M, pro ktery
plati, Ze vzdalenost bodu M od — AV je 1,5cm, vzdélenost bodu M od
— BV je 2 cm. Sestrojte viechny tGsecky XY tak, aby bod X € — AV, bod
Y € » VB abod M délil tse¢ku XY v poméru 1: 2.

Je dén &tverec ABCD (|AB| = 5cm). Uvniti ¢tverce zvolte bod M, pro
ktery plati: |[CM| = 4cm, |BM| = 1,5cm. Sestrojte vSechny usetky XY
tak, aby body X, Y lezely na obvodu ¢tverce a aby déle platilo:

a) IMX|:|MY|=3:2 b) IMX|:|XY|=1:3

Je dana kruznice k(0;4,5cm) a bod M, |OM| = 3,6 cm. Sestrojte viechny
tétivy XY kruZnice k, které prochazeji bodem M tak, Ze bod M déli tétivu
XY v poméru 3: 1.

Je dana kruznice k(O;4,5cm) a bod M, |OM| = 10cm. Sestrojte piimku
prochazejici bodem M tak, aby kruZnici k£ protinala v bodech X, Y a aby
dale platilo:

a) bod X lezi mezi body M, Y aplati [MX]|:|XY|=3:1

b) bod Y lezi mezi body M, X aplati |[MX]|:|XY|=3:1

Je déna kruZnice k(O;4cm) a bod M, |OM| = 9cm. Sestrojte pfimku
prochdzejici bodem M tak, aby kruZznici k protinala v bodech X, Y a aby
dale platilo | XY | = | X M]|.

KruZnice k;(O1;4cm), k2(02;2,5cm), |O102| = 3cm se protinaji ve dvou
bodech. Oznadte M jeden z téchto pruseciki. Sestrojte vSechny tsecky XY,
které prochazeji bodem M a pro které dale plati, 7e X € k1, Y € k2 a bod
M déli tsec¢ku XY v poméru 2 : 1.

Uziti stejnolehlosti pFi konstrukci trojahelnika

Sestrojte vSechny trojuhelniky ABC, znéte-li:
a)a:b=4:5v=60°v.=3cm f)a:b:c=4:3:5r=4cm

b) b:c=7:6,a=45°, v, =3cm g) a:b:c=5:6:50=2cm

c) a=T75°v=45° p=2cm h) a =45°, v, =4cm,

d) a=60°8=60°7r=4cm |AB;|: |B1C| =3 : 4,
e)a:b:c=7:3:51v.=4cm kde B; je pata vysky z B na AC.

Uziti stejnolehlosti k vepisovani Gtvaru
Do trojahelniku ABC (a = 5c¢m, b = 6cm, ¢ = Tcm) vepiste Ctverec
KLMN tak, aby platilo KL C ABAM € BC AN € AC.

V kruznici k(S;4cm) vyznaéte kruhovou tiseé o vy$ce 2,5 cm. Krajni body
zékladny tsete oznatte A, B. Potom do kruhové useCe vepiSte Ctverec
KLMN tak, aby platilo KL C ABAMe€kAN €k.

V kruZnici k(S;8cm) vyznaéte dva poloméry SA, SB, které sviraji hel
a = 45°. Potom do kruhové vysece ASB, kterou takto dostanete, vepiste
obdélnik KLMN tak, aby platilo:
KeBSALEASAMEekAN€kA|LM|=2|KL|
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Konstrukce na omezené ndkresné

76 Jsou dany dvé pfimky a, b, jejichz prisecik P lezi mimo papir, na kterém
rysujeme. Déle je ddn bod M. Narysujte piimku PM, tj. spojte bod M
s nedostupnym priise¢ikem P pfimek a, b.

77 Je dan thel AV B. Vrchol V leZzi mimo papir, na kterém rysujeme. Narysujte
osu uhlu AV B.

78 Je dén trojihelnik ABC. Vrchol C lezi mimo papir, na kterém rysujeme.
Narysujte kolmici bodem C na stranu AB.

10.10 Skladédni rotace a stejnolehlosti

79 Je dana pfimka p, kruznice k a bod M. Vzajemnou polohu p, k, M zvolte
jako v tloze 37. Sestrojte vSechny obdélniky ABCD tak, aby platilo:
A=MABepADEkA|AB|:|BC|=2:1

80 Je déna piimka p, kruznice k a bod M. Vzijemnou polohu p, k, M zvolte
jako v tloze 37. Sestrojte vSechny ¢tverce ABCD tak, aby platilo: A € p A
ADekNC=M

1

Geometrie — vypocty

7
8

10
1

12
13

14

11.1 Trojahelnikova nerovnost
V trojihelniku ABC jsou dény strany a = 6 cm, b = 8 cm. Urdete, pro které
hodnoty strany ¢ € R existuje trojahelnik ABC.

Vite, Ze v rovnoramenném trojihelniku mé rameno délku 10cm. Jakou
délku muZe mit jeho zdkladna?

V trojthelniku ABC znéte téZnice t, = 9cm, t, = 6cm. Jakych hodnot
miize nabyvat délka strany a?

Dokazte, Ze v kazdém ostrothlém trojihelniku je kazdé z vySek men3i nez
poloviéni obvod trojihelniku.

Dokazte, ze v kazdém trojihelniku ABC plati t. < 1(a+b).

Dokaite, Ze v kazdém trojthelniku ABC plati 30 < t, + t, + t. < 0, kde o
je obvod trojihelniku ABC.

Je mozné sestrojit trojihelnik, jehoz téznice maji délky 2cm, 4cm a 5cm?
Je mozné sestrojit trojihelnik, jehoz vySky jsou 2cm, 4cm a 5cm?

11.2 Uhly st¥idavé, souhlasné, vedlejsi, vrcholové

/ / [ .

i
T T

70° @

7 N
g A

o]

/ / LU
a) Dopotitejte thly «, 3, v, 6.

—H
—H

b) Dopoditejte ahly cp,va,/), 3.

11.3 Uhly v trojihelniku

Dokazte, Ze soucet velikosti vnitinich (hld v trojihelniku je 180°.

Je dén trojuhelnik ABC. Vrcholem C vedte rovnob&zku s osou thlu f3,
jeji pruse¢ik s piimkou AB oznalte M. Dokazte, Ze trojihelnik MBC je
rovnoramenny.

Vypoéitejte ahly, které sviraji vysky v rovnostranném trojihelniku.
Priiseéik os Ghlt a, B v trojthelniku ABC oznalte O. Dokaizte, Ze
|[$AOB| = 90° + 1.

V rovnostranném trojihelniku ABC sestrojte body K, L, M tak, aby PI?'
tilo K € AB, L € BC, M € AC, |AK| = |BL| = |CM]|. Dokazte, ze
i trojihelnik KLM je rovnostranny.
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15 V dané kruZnici k sestrojte dva libovolné priméry AB, CD. dznaéte « thel,

ktery sviraji pfimky AB, CD. Dokazte, Ze te¢ny ke kruZnici k v krajnich
bodech danych primért sviraji také thel a.

16 Dokazte, Ze v kazdém pravoihlém trojihelniku ABC' s pravym thlem u vr-

17

18

19

20

21

22

23

24

25

27

cholu C je osa pravého thlu zaroven i osou mezi v, t..

11.4 Shodnost trojihelniki

Nad stranami AB, AC trojihelniku ABC jsou sestrojeny rovnostranné troj-
thelniky ABH a ACK tak,2e AABHNAABC = AB, AACKNAABC =
= AC. Dokaite, ze |CH| = |BK]|.

Nad stranami AB, BC trojihelniku ABC jsou sestrojeny ¢tverce ABPQ
a BCRT tak, Ze s danym trojihelnikem maji spole¢né jen tsecky AB a BC.
Dokazte, Ze |CP| = |AT|.

Vné& rovnobéZniku ABCD sestrojte étverce ABM N a BCRS. Dokazte:

a) AMBS = ADCB b) ADAN = ASBA

Narysujte konvexni thel 4 AV B a jeho osu oznacte o. Zvolte libovolny bod
M na ose o. Sestrojte kolmici k; bodem M na +— V A, oznaéte body X;, Xo
tak, aby X; € » VANk;, Xo € »VBNk;,. Sestrojte kolmici k2 bodem M
na — V B, oznadte body Y;, Y5 tak, aby Y1 €e » VANky, Y5 € » VBNks,.
Dokazte:

a) AMX,V = AMY,V b) AMX,Y; 2 AMY,X,

11.5 Podobnost trojahelniki

V lichobé&Zzniku ABC D oznacte S pruseéik uhlopfi¢ek AC a BD. Rozhod-
néte, které z nésledujicich tvrzeni je pravdivé:

a) AABS ~ ACDS b) AABS~ ADCS c¢) ASAB ~ ASCD

V trojuhelniku ABC narysujte vSechny tfi stfedni pficky. AABC je tak
rozdélen na Ctyfi trojihelniky, které jsou podobné s AABC. Dokazte a po-
dobnost zapiste.

V ostrouhlém trojihelniku ABC vedte kolmici z bodu B na stranu AC,
jeji patu oznacte B;. Patu kolmice z bodu A na stranu BC oznadte A;.
Dokazte, ze AABC ~ AA;B;C.

Do rovnostranného trojihelniku ABC o strané délky a je vepsan étverec.
Vypoditejte délku strany étverce.

Do rovnostranného trojihelniku ABC o strané délky a je vepsan obdélnik,
jehoZ strany jsou v poméru 2 : 1. Vypoéitejte jeho rozméry.

Dané kruZnici vepiSte a opiste pravidelny Sestitthelnik. DokaZte, Ze oba Ses-
tithelniky jsou podobné a vypoditejte pomér podobnosti.

Jsou dény kruZnice k;(O1;4 cm), k2(O2;2cm), |0102| = 9cem. Vypotitejte
vzdalenost stfedt stejnolehlosti danych kruznic ki, ko.

V pravohlém trojiithelniku ABC s odvésnami |AC| = b, |BC| = a oznalte
C1 patu kolmice sestrojené z vrcholu C na pfeponu AB. Z bodu C; sestrojte
kolmici na stranu BC, jeji patu oznaéte L, patu kolmice z bodu C; na stranu
AC oznatte K. Dokazte, ze plati |BL| : |AK| = a® : b®.

31

32

33

34

35
36

37

38

39

40
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V jakém poméru jsou obsahy dvou podobnych trojihelniki?

Je dén trojuhelnik ABC (a = 6cm, b = 4cm, ¢ = 8cm). Na strané AB

najdéte bod M tak, aby obsah AABC byl dvakrat vét3i nez obsah AM BN,

kde bod N € BC a MN || AC. Vypocitejte délku usecky AM.

V rovnoramenném trojthelniku ABC sestrojte rovnobé&zku p se zdkladnou

AB tak, aby rozdélila trojihelnik na dvé ¢asti o stejném obsahu.

a) Vyjadrete vzdalenost rovnobézky p od pfimky AB pomoci vysky na
zdkladnu AB.

b) V jakém poméru déli piimka p vysku AABC na zakladnu?

Je dan obdélnik ABCD. Oznadte S stfed strany AB. Z bodu B sestrojte

kolmici na tsetku SC, jeji patu oznadte B;. Vypocitejte pomér délek tisecek

|SBl|, |B1Cl, tj. |SBy| : |B1C|.

a) Ulohu feste pro hodnoty |AB| =a = 6cm, |BC| =b =4cm.

b) Ulohu feste obecnd, tj. |[AB| = a, |BC| = b.

c) Ur&ete podminku pro délky stran obdélniku ABCD tak, aby bod B; byl
stfedem tusecky SC.

11.6 Pythagorova véta a Euklidovy véty

Rozhodnéte, zda jsou pravouhlé trojihelniky, jejichz délky stran jsou:

a) 5,3,4 b) V5, V8, V4 c) 5, 1,4

Dokazte, Ze jsou pravouhlé trojihelniky, jejichz délky stran lze zapsat:

a) 4n2 —1,4n® + 1, 4n, kde n € (3;)

b) 2, k—k~!, k+ k™!, kde k € (1;00)

c) r2—s2,2rs, 12 +s% kder,s € RT,r>s

Napiste viechny moZnosti kosinové véty pro pravouhly trojihelnik.
Odvodte vzorec pro vypodet vysky v rovnostranném trojuhelniku, znite-li
délku jeho strany a.

V pravoithlém trojthelniku zndme odvésnu b = 10 cm a vy$ku na preponu
v, = 8cm. Vypoditejte délku odvésny a a délku prepony c. ]

Ve &tverci ABCD oznaéte S stied strany AB. Potom zvolte L € BD tak,
aby platilo |BL| : |DL| = 3 : 1. Dokazte, ze |{SLC| = 90°.

Je dana kruznice k(S;r). KruZnici k opiSeme a vepiSeme Ctverec. Urcete
pomér délek stran a pomér obsahi téchto dvou Ctvercd.

V pravidelném Sestitthelniku ABCDEF (|AB| = 1cm) je bod K priseci-
kem piimek AB a CD. Dokaite, ze |EK| = v/7cm.

Je dan obdélnik ABCD (|AB| = 8cm, |BC| = 6 cm). Oznactte A; patu kol-
mice sestrojené z bodu A na tisecku BD, oznatte A, patu kolmice sestrojené
z bodu A; na tsetku AB. Vypoditejte délky usecek:

a) |BD| b) |DA,] c) |BA| d) |[A4] e) |A1Ay|

Je déna kruznice k(S,3cm). Zvolte bod M tak, aby platilo |[SM| = 9cm.
Z bodu M sestrojte tetny ke kruznici k. Oznaéte body dotyku T1, Ts. Vy-
poditejte délky usecek:

a) |MTy| b) |11 T3] ¢) vzdalenost stiedu S od tsecky T17z
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. b 8

43 Sestrojte spolecné te¢ny dvou danych kruZnic k1 (O1;71), k2(O2;73). Vypo-

citejte délky tsecek T1T5, T3Ty, kde Ty, T3 jsou body dotyku jedné vngjsi
teCny s kruZnicemi k;, ks, T3, T4 jsou body dotyku jedné vnit¥ni tedny
s kruZnicemi ki, k2. Ulohu feste pro hodnoty:

a) r1 =4cm, 7o =2cm, |0103] =2,5¢cm

b) r; =4cm, 7, =2cm, |0;02] = 8cm

44 V pravouhlém trojihelniku s pfeponou c je ddna odvésna a = 4 cm a t&Znice

45

46

47

49

51

52

53

54

t, = 6 cm. Vypoditejte téZnici tp.

Je dan obdélnik ABCD, ve kterém plati [AB| : |BC| = 5 : 2. Na strané

CD najdéte bod X tak, aby |XAX B| = 90°. Vypocitejte, v jakém poméru

déli bod X stranu CD.

Jsou dény dvé kruznice k; (01,4 cm), k2(O2,6 cm), |O103| = 5cm. Oznaéte

Py, P, prise¢iky danych dvou kruznic. Vypoditejte délku tsecky P, P,.

Uvniti obdélniku ABCD zvolte libovolny bod M. Dokazte, Ze plati

a) |MA|>+|MC|? = |MB|? + |MD|?,

b) |MA|> +|MB|? + |MC|* + |MD|?* = |AC|? +4-|MS|?, kde S je stied
daného obdélniku.

11.7 Stredovy a obvodovy thel

Na ciferniku hodinek vyznacte trojihelnik, ktery spojuje body odpovidajici
¢islim 11, 8, 4. Vypoditejte jeho vnit¥ni Ghly.

Na ciferniku hodinek vyznacte trojahelnik, ktery spojuje body odpovidajici
¢islim 1, 8, 3. DokaZte, Ze je rovnoramenny, vypocitejte velikosti vnit¥nich
ahld.

Na ciferniku hodinek vyznaéte dvé tsecky, které vzniknou spojenim bodt
odpovidajici &islim 1, 5 a 8, 4. Dokazte, Ze tyto tisetky jsou navzijem kolmé.
Vypocitejte velikost thlu, ktery sviraji dvé tsecky, které vzniknou spojenim
bodi odpovidajici &slim 7, 2 a 1, 4 na ciferniku hodinek.

Je dan pravidelny devitithelnik ABCDEFGHI. Vypoéitejte

a) velikosti Ghlé v trojahelniku ACD,

b) odchylku pi¥imek BF, CI.

V pravidelném osmithelniku ABCDEFGH vyznacte &tyfahelnik BDEH.
Vypotitejte velikosti jeho vnitinich hld.

Do kruznice k(S;r) je vepsan trojuhelnik ABC, jehoz vrcholy déli danou
kruznici k na tfi kruZnicové oblouky, jejichz délky jsou v poméru 2 : 3 : 7.
Vypoditejte velikosti vnitfnich hld v trojihelniku ABC.

11.8 Mocnost bodu ke kruznici

V dané kruZnici sestrojte dvé libovolné riiznobé&zné tétivy AB, CD. Krajni
body oznadte tak, aby ABDC byl étyfthelnik. Prisetik tsedek AD a BC
oznacte P. Dokazte, %e potom plati:

a) AAPB ~ ACPD

b) |PA|.|PD|=|PC|-|PB|

57

ST TR A SR et s Rt T - oA

V dané kruZnici sestrojte dvé libovolné riiznobé&zné tétivy AB, CD. Krajni
body oznaéte tak, aby ABDC byl ¢tyithelnik. Prisecik pfimek AB a CD
oznadte M. DokaZte, Ze potom plati:

a) AMAD ~ AMCB

b) |MA|-|MB|=|MC|-|MD|

Z bodu M sestrojte ke kruznici k te¢nu, bod dotyku oznacte T'. Déle bodem
M sestrojte pfimku tak, aby kruznici k protinala ve dvou bodech A, B.
(Oznadeni zvolte tak, aby bod B leZel mezi body A, M.) Dokaite, Ze potom
plati:

a) |IMTB|=|3{MAT| b) AMAT ~ AMTB c) |MA|-|MB| = |MT|?

11.9 Aritmeticky a geometricky pramér

Jsou dana dvé Cisla a = 8 a b = 2. Vypocitejte jejich aritmeticky a geome-
tricky prameér.

V pravothlém trojihelniku ABC s pravym thlem u vrcholu C sestrojte
vysku z vrcholu C na pfeponu, jeji patu oznacte C;. S je stfed AB. Oznadte
|AC1| = c», |BCi| = cq. Dokaizte, ze

a) usetka SC je aritmetickym primeérem tseek c, a cp,

b) tsetka CC; je geometrickym primérem usecek ¢, a cp.

Je dana kruznice k(S;r) a bod M, |M S| > r. Priseciky piimky M S s kruz-
nici k oznaéte A, B (|[MA| = a > |[MB| =1b). Bod T je bod dotyku tecny
vedené z bodu M ke kruZnici k. Dokazte, ze

a) usecka M S je aritmetickym primérem usecek a, b,

b) tsetka MT je geometrickym primérem usecek a, b.
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12 Stereometrie

90

Pouzité znadeni: Sxy znali stfed tseCky XY.

Polohové ulohy

12.1 Vzdajemna poloha dvou pFimek, pfimky a roviny, dvou
rovin, tFi rovin

Je déana krychle ABCDEFGH. Rozhodnéte o vzjemné poloze pfimek:

a) ASgu, DSaB c) AScHu, SAEScH

b) BSca, AScH d) EC, ASgH

Je déna krychle ABC D EFGH . Rozhodnéte o vzéjemné poloze pfimky a ro-

viny:

a) EC, ABH ¢) BG, ABH

b) FH, BDH d) AG, BHS B

Je dana krychle ABCDEFGH. Rozhodnéte o vzdjemné poloze danych

dvou rovin:

a) BFSAc, HFSEH C) EFG, BCSAE

b) AFH, BDG d) ABSpu, SaBSccScH

Je dana krychle ABCDEFGH. VySetfete vzdjemnou polohu tii rovin:

a) ECG, BDF, ABH C) ADE, BCSEF, SAFSCGSBF

b) BCE, ADF, SsrScGSar d) AGH, SprSccScH, SAESABScD

Je dan pravidelny &tyiboky jehlan ABC DV . VySetfete vzajemnou polohu:

a) dvou pfimek ASDv, BSCV

b) pfimky SapSpc aroviny CVSap

¢) dvou rovin BV Ssp, DSpcScy

d) tfi rovin ACV, BDV, SaySpvScv

12.2 Rezy

Sestrojte fez krychle ABCDEFGH rovinou:
a) ACSgu f) IJK
b) SreScuSap IEBF/\|F1|=3|BI|
C) SapSaBSca JECG/\ICJ|=3|GJ|

d) KLM K € AD A |AK| = 2|DK]
K € AB A |BK| = 3|AK| g) SaeSaBSEc
L= Sgu h) XYZ
M € EH A |HM| = 3|EM| X e oABASxp=A
e) RST Y =Sen
Ré€ BF A |BR| = 3|FR] ZeCD A|DZ| =3|CZ|
S = Sun ) UVW

T € CG A |GT| = 3|CT| UeoAEASyp=A
V € EF A |EV| = 3|FV|

W € — BC, |BW| = 4|BC|

s Are sl o tet o Dt oty (4

7 Sestrojte fez krychle ABCDEFGH rovinou:

10

11

12

a) SaBSrcSpH c) SaeSecScH
b) SAESCDSFG’ d) SADSBFSG'H

Sestrojte fez pravidelného ¢tyibokého jehlanu ABC DV rovinou:

a) KLM e) EFG
K € AB A |BK| = 3|AK| E € BC A |BE| = 2|CE]|
LeCDA|DL| = 3|CL| F € AV A |AF| = 2|V F|
M € DV A |DM| = 2|MV| G € DV A |DG| = 2|VG|

b) OPQ f) IJK
O € AB A |AO| = 2|BO I €~ DC A|DI| =15(CD|
PeCV A|VP|=3|CP| J e DANA|DJ|=15|AD|
Q € DV A |DQ| =3|QV| K = Spy

¢) RST g) LMN
R € AB A |AR| = 2|BR] LEAVAA=S8Ly
SeCV A|VS|=3|CS| M €~ VB A |[VM|=125|BV]|

T =Suy N =S4p
d) XYZ h) UMW
X =Sap U=B

Y € CD A|DY| = 3|CY]|
Z € BV A|BZ|=3|VZ|

M e CV A VM| =3|CM|
W € AV A |[AW| = 2|VIV|

12.3 Prunik dvou rovin

Je déna krychle ABCDEFGH. Sestrojte prise¢nici rovin:

a) ACE, AFH d) ABC, FHS g g) AFH, BDG

b) EGSpc, BHF e) ABC, AFH h) ACH, SxspSpcSEFr
c¢) ABG, HFSap f) ACF,CGSsB i) ASgrSen, CScpSra

Je dan pravidelny ¢tyfboky jehlan ABC DV . Sestrojte prusecnici rovin:
a) ACV, BDScy d) BDV, SgcScvK; K € AD A |DK| = 3|AK]|
b) BCV, ADV e) ABC, ScySsvK; K € BV A VK| = 3|BK|
c) ACScv, VSapSec f) BCV, SAvC'K;KEABAlAK|:3|BK|

12.4 Prunik pfimky s rovinou

Je dana krychle ABCDEFGH. Sestrojte prisecik

a) piimky SacSEgg s rovinou BCE,
b) ptimky FD s rovinou SgySceM; M € EF A |FM| = 3|EM|,
c) ptimky EC s rovinou ASgrM; M € EH A |[EM| = 3|MH|,
d) pfimky SagG s rovinou AScgSgH.
Je dan pravidelny &tyiboky jehlan ABC DV . Sestrojte prisecik
a) pfimky CSay s rovinou KLV

K € AB A |BK| =3|AK|, L € CD A |DL| = 3|CL]|,
b) pfimky VS4c s rovinou SypScv D,
c) pfimky VSac s rovinou ASgcScv,
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13

14

15

16

17

18

19

d) pfimky CS,v s rovinou K LM;

K € AB A |AK| = 3|BK|,

LeCV A|ICL|=2|VL|,M € DV A |MV| = 3|DM|,
e) piimky BV s rovinou JKL; J € AB, |BJ| = 3|AJ],

K eCV A|VK|=3|CK|, Le DV A|DL| = 3|LV|,
f) pfimky VSBC s rovinou SABSAVSCD-

12.5 Prunik pFfimky s povrchem télesa

Je dana krychle ABCDEFGH. Sestrojte prinik pfimky PQ s povrchem
krychle. Pro body P, Q plati:

a) B =Ssp, H= SQG

b) Pe€— DH, |DP|=1,5|DH|, B= Sgp

¢) Pe—CB,|CP|=15|BC|,Q € »EH, |[EQ|=1,5|EH|

d) Pe— FB, |FP|=125BF|,Q € » DH, |DQ| =1,25|DH|

Je déan pravidelny ¢tyiboky jehlan ABCDV. Sestrojte prinik pfimky PQ
s povrchem jehlanu. Pro body P, Q plati:

a) P = SDv, B = SAQ

b) Pe = VB, |VP|=15|VB|, Q = Spv

c) P=Sav,Q €~ DC A |DQ|=1,5DC|

d) PenVA|VP|= 1,5|VA|, Q € » SpyScv, Scv je stied Spy @

Metrické dlohy — vypocty vzdalenosti
12.6 Vzddlenost dvou bodu

Je dana krychle ABCDEFGH, a = 4cm. Vypoditejte vzdalenost danych
bodi:

a) A, G C) A, SEG’ e) SAC, SCG

b) A, Sgu d) B, San f) Seg, Sar

Je dan pravidelny &tytboky jehlan ABCDV, |AB| = 4cm, v = 6cm. Vy-
pocitejte vzdalenost danych dvou bodi:
a) A,V c) A, Sev
b) V, Sgc d) A, Spv

e) Sac, Scv
f) Sap, Scv

12.7 Vzddlenost bodu od pFimky

Je déna krychle ABCDEFGH, a = 4cm. Vypoditejte vzdalenost daného
bodu od dané pfimky:

a) F, AB d) F, AH g) H, ASca

b) F, AC e) E, BH h) Sap, BG

C) F, AD f) A, FH i) B, SAHSFH

Je déna krychle ABCDEFGH. Dokaite, Ze vzdalenost bodu A, C, D, E,
F, G od pfimky BH je vzdy stejna.

Je dén pravidelny &tyiboky jehlan ABCDV, |AB| = 4cm, v = 6cm. Vy-
pocitejte vzdalenost daného bodu od dané piimky:

a) V, BC C) ch, AV e) B, SAVSCV

b) A, CV d) Scvy, BD f) A, ScvSpv

21
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12.8 Vzddlenost rovnobéznych pFimek

Je déna krychle ABCDEFGH, a = 4cm. Vypoditejte vzdalenost rovno-
bé&znych primek:

a) AE, CG b) SaBSBc, SenScu ¢) ASpg, SAESFc

Je dan pravidelny &tyrboky jehlan ABCDV, |AB| = 4cm, v = 6cm. Do-
kazte, Ze dané pfimky jsou rovnobé&zné, vypocitejte jejich vzdalenost:

a) AB, ScvSpv b) AV, SapSpv c) CV, SacSav

12.9 Vzddlenost mimobézek

Je déna krychle ABCDEFGH, a = 4cm. Vypocitejte vzdalenost danych
mimobéZnych pfimek.

a) AE, FG b) AH,CF c) AC, BH

Je dan pravidelny &tyrboky jehlan ABCDV, |AB| = 4cm, v = 6cm. Vy-

potitejte vzdalenost danych mimobéznych primek:
a) AB, VSAC b) AB, SBVSCV C) AC, BV

12.10 Vzddlenost bodu od roviny

Je d4na krychle ABCDEFGH, a = 4cm. Vypocitejte vzdalenost:

a) bodu F od roviny BEH d) bodu E od roviny SggSErSas
b) bodu F od roviny BEG e) bodu Sgr od roviny ABG
¢) bodu F od roviny BCSsg f) bodu Sgr od roviny ABScq

Je dan pravidelny &tyrboky jehlan ABCDV, |AB| = 4cm, v = 6cm. Vy-
pocditejte vzdalenost bodu od roviny:

a) Sav, ABC c) A, SavSpvScv
b) Sav, BCV d) Spv, BCSav )
Je dén pravidelny &étyistén ABCD, |AB| = 4 cm. Vypoditejte vzdalenost:

a) bodu D od roviny ABC ¢) bodu Spp od roviny ABC
b) bodu A od roviny BCD d) t&ziste AACD od roviny ABC

Je dan pravidelny Sestiboky jehlan ABCDEFV, |AB| = 4cm, v = 6cm.
Vypocitejte vzdalenost:

a) bodu A od roviny CFV
b) bodu A od roviny BCV

c) bodu A od roviny DEV
d) bodu A od roviny CDV

12.11 Vzddlenost rovnobéznych rovin C

Je d4na krychle ABCDEFGH, a = 4 cm. Dokazte, Ze dané dvé roviny jsou |

navzajem rovnob&zné a potom vypoditejte jejich vzdalenost:
a) AFH, BGD b) BEG, SgrSBrSFrc ¢) BCSgr, EHSAB
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Metrické ulohy — vypocty odchylek

12.12 Odchylka dvou pFimek

Je d4na krychle ABCDEFGH. Vypocitejte odchylku pfimek:
a) AC,CH d) AF,CH g) AF, BH
b) AC, EC e) AE, BH h) DE, BH
c) AG, BH f) ASkg, SaBSBC i) AC, BH

Je déna krychle ABCDEFGH. UrCete konstrukéné odchylku danych pfi-
mek. Velikost odchylky zmérte thlomérem.

a) BH, DF b) ASpc, CH ¢) DH, BSgy

Je dan pravidelny &tyfboky jehlan ABCDV, |AB| = 4cm, v = 6cm. Vy-
pocitejte odchylku piimek:

a) AV, DV d) BC, AV g) AC, VSgc
b) AV, cVv e) BD, AV h) ASC\/, CSAV
c) AB,VSup f) AC, BV i) AScv, BSpv

Je déan pravidelny étyiboky jehlan ABCDV | |AB| = 4cm, v = 6 cm. Urdete
konstrukéné odchylku danych pfimek. Velikost odchylky zmérte thlomérem.

a) AD, BV b) €D, BScv ¢) BD, CV

12.13 Odchylka pFimky od roviny
Je dana krychle ABCDEFGH. Vypocitejte odchylku pfimky od roviny:

a) BH, ABC d) ASpe, BDH g) CE, CDH
b) BH, BCF e) ASgg, CDH h) EC, AGH
C) AG, BCG f) ASEG, BCF i) AC, EGSCD

Je dén pravidelny &tyrboky jehlan ABCDV, |AB| = 4cm, v = 6cm. Vy-
pocitejte odchylku prfimky od roviny:

a) VSac, ABC c) AV, ABC
b) VSac, BCV d) AV, BCV

e) BSDv, ABC
f) BSpy, SaScpV

12.14 Odchylka dvou rovin

Je dédna krychle ABCDEFGH. Vypocitejte odchylku danych rovin:

a) ACG, BDH c¢) EFC, AGH e) ABG, BEG

b) ABC, BDG d) ABC, SprSccSen f) ABG, ACE

Je dan pravidelny &tyiboky jehlan ABCDV, |AB| = 4cm, v = 6cm. Vy-
pocitejte odchylku danych rovin:

a) ABC, ADV C) BCV, VSABSCD e) BCSAv, ADSBV

b) ADV, BCV d) ABV, BCV f) ADV, BCSay

Je dan pravidelny Sestiboky jehlan ABCDEFV, |AB| = 4cm, v = 6cm.
Vypotitejte odchylku danych rovin:

a) ABV,ABC b) ABV,DEV <¢) ABV,BCV d) ABV,CDV
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12.15 DalSi Glohy

Je déna krychle ABCDEFGH, a = 4cm. Na povrchu krychle najdéte

nejkrat$i cestu, ktera vede

a) z bodu Spg do bodu X, kde X € GH A |HX| = 3|GX]|,

b) z bodu X do bodu Y, kde X € GH A |HX| = 3|GX|,Y € BF A
A |FY| = 3|YB|.

Je dan pravidelny étyfboky jehlan ABCDV, |AB| = 4cm, v = 6¢cm. Na

povrchu jehlanu najdéte nejkratsi cestu, kterd vede

a) z bodu Say do bodu C,

b) z t&zisté ABCV do bodu D.

Je déna krychle ABCDEFGH.

a) Dokazte, Ze body ACFH tvofi vrcholy pravidelného ¢tyfsténu.

b) Urcete délku hrany krychle tak, aby délka hrany ¢tyrsténu ACFH byla,
2 cm.

c) Dokazte, Ze kazdé dvé protilehlé hrany ¢tyrsténu ACFH jsou navzajem
kolmé.

d) Vypoditejte télesové vysky pravidelného ctyfsténu ACFH.

e) Vypocitejte vzdalenost protilehlych hran pravidelného ¢tyisténu ACFH.

f) Vypocitejte odchylku sousednich hran pravidelného ¢tyfsténu ACFH.

g) Vypocitejte odchylku sousednich stén pravidelného ¢tyfsténu ACFH.

Je dan pravidelny trojboky hranol ABCA;B,C1, |AB| = 4cm, v = 6cm.

Oznacdte M stfed AC, N stied BC.

a) Vypocitejte odchylku pfimek A; N, By M.

b) Vypoditejte odchylku pfimek BA;, AC.

¢) Vypocitejte odchylku rovin A; M N, ABC.

d) Vypocitejte vzdélenost piimek A; By, MN.

Je dan pravidelny komoly étytboky jehlan ABCDA;B;Ci D, ve kterém

plati |AB| = 8cm, |41 B;| = 4cm, v = 6cm.

a) Vypoditejte AA;.

) Vypoditejte AC;.

) Vypodéitejte odchylku hrany AA; od roviny ABC.

) Vypotitejte odchylku rovin AA; D, ABC.

e) Vypoditejte vysku ptivodniho jehlanu, ze kterého fezem rovinou rovno-
béznou s podstavou ve vzdélenosti 6 cm dany komoly jehlan vznikl.

b
c
d

12.16 Obsah Fezu

Je déna krychle ABCDEFGH, a = 4cm. Vypotitejte obvod a obsah mno-
hotihelniku, ktery je shodny s Fezem krychle rovinou:

a) KLM; K € AE A |EK| =3|AK|,L = Spr, M € CG A |CM| = 3|GM]|
b) EGSaB

¢) SccSenSas

Je dan pravidelny &tyfboky jehlan ABCDV, |AB| = 4cm, v = 6cm. Vy-
poditejte obvod a obsah mnohotihelniku, ktery je shodny s fezem jehlanu
rovinou:

a) BCSav ¢) SavScvB

b) AScpSpv
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45 Je dén pravidelny trojboky hranol ABCA;B;Ci, |AB| = 4'cm, v = 6cm.
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Oznadte M stied AC, N stfed BC. Vypotitejte obvod a obsah mnohothel-
niku, ktery je shodny s Fezem hranolu rovinou M N A;.

12.17 Objemy a povrchy téles

Délka télesové thlopficky krychle je 3v6 cm. Vypotitejte

a) délku hrany krychle, b) objem krychle, ¢) povrch krychle.
Hranu krychle ABCDEFGH zvétsime dvakrat. Kolikréat se zv&tsi
b) povrch krychle?

O kolik procent se zvétsi objem krychle, jestlize se hrana krychle zvétsi
0 15%?

Objem kvadru ABCDEFGH se ¢tvercovou podstavou je 64 cm?®. Odchylka
t&lesové thlopfitky AG od roviny podstavy je 45°. Vypocitejte jeho povrch.

a) objem krychle,

Délky hran &tyfbokého hranolu jsou v poméru a:b:c=2:4:5. Povrch
hranolu je 57 cm?. Vypoditejte jeho objem.

Vypoditejte objem a povrch pravidelného Sestibokého hranolu. Délka pod-
stavné hrany je 4 cm, vyska hranolu je 6 cm.

Vypoéitejte délku podstavné hrany pravidelného pétibokého hranolu, jehoZ
vyska je stejnd jako délka podstavné hrany. Objem hranolu je 100 cm?.
Pravidelny dvanéctiboky hranol o objemu 100 cm® mé vysku dvakrédt vétsi
nez délku podstavné hrany. Vypoditejte jeho povrch s presnosti na jedno
desetinné misto.

Vypotitejte objem a povrch pravidelného Sestibokého jehlanu, jehoz pod-
stavnd hrana méri 3 cm a délka boéni hrany je 6 cm.

Vypotitejte objem a povrch pravidelného &tyibokého jehlanu, jehoz pod-
stavna hrana mé&¥ 4 cm. Odchylka boéni hrany od roviny podstavy je 60°.
Vypoéitejte objem a povrch pravidelného &tyfbokého jehlanu, je-li obsah
podstavy 20 cm?. Odchylka boé¢ni stény od roviny podstavy je 60°.

V krychli ABCDEFGH, a = 4cm spojte postupné vrcholy ABCD se
sttedem hrany EH. Vypoditejte objem jehlanu ABCDSEgy.

Délky hran kvddru ABCDEFGH jsou a = 3cm, b = 4cm, ¢ = Scm.
Vypoéitejte objem a povrch trojbokého jehlanu ADEC.

Odvodte vzorec pro vypodet objemu a povrchu pravidelného ¢ty¥fsténu.

Pravidelny komoly &tyiboky jehlan mé podstavné hrany délek 6 cm a 4 cm.
Bo¢ni hrana svira s rovinou podstavy thel 60°. Vypocitejte objem a povrch
komolého jehlanu.

Pravidelny komoly &tyfboky jehlan mé podstavné hrany délek 6 cm a 4 cm.

Bo¢ni sténa svira s rovinou podstavy thel 60°. Vypotitejte objem a povrch
komolého jehlanu. '

Je dan pravidelny &ty¥stén ABCD. Na hrané CD urcete bod X tak, aby
rovina sestrojend bodem X rovnobé&Zné s rovinou podstavy ABC rozdélila
Ctyfstén na dvé télesa o stejném objemu.
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Vypotitejte objem a povrch pravidelného osmisténu, je-li délka jeho hrany
5cm.

Vypoéitejte objem a povrch pravidelného rotaéniho kuzele o vySce 10 cm,
jeho# strana m4 od roviny podstavy odchylku 30°.

Vypotitejte objem a povrch rovnostranného kuzele, ktery vznikl rotaci rov-
nostranného trojihelniku ABC o strané a = 4 cm kolem osy uhlu 7.

Rotaci pravouhlého trojihelniku ABC kolem odvésny BC vznikne ro-
ta¢ni kuzel, rotaci téhoZ pravotihlého trojihelniku ABC kolem odvésny AC
vznikne jiny rotaéni kuzel. Vypocitejte pomér objemt téchto dvou kuzeld.
Kuzel (r = 4cm, v = 6¢m) je rozdélen rovinou rovnobéznou s podstavou
na dvé ¢asti téhoZ objemu. Vypocitejte

a) polomér kruZnice, kterd je Fezem,

b) pomér, ve kterém rovina fezu déli vysku daného kuzele.

Kuzel ma objem V. Body Ci, Ca, které déli jeho vysku na tii stejné dily,
vedeme roviny rovnobézné s rovinou podstavy. Dostaneme tak tfi télesa.
Vypoditejte, v jakém poméru jsou jejich objemy.

Komoly kuzel (r; = 4cm, ro = 2cm, v = 6cm) je rozdélen rovinou rovno-
bé&znou s podstavou na dvé ¢asti téhoz objemu. Vypocitejte

a) polomér kruZznice, kterd je fezem,

b) pomér, ve kterém rovina fezu déli vysku.

Nalevka mé tvar rovnostranného kuzele. Vypo€itejte obsah plochy smacené
vodou v p¥ipadé, ze do nalevky nalijete 3 litry vody.

Jestlize plast kuzele je pilkruh, potom primér podstavy kuZele je dvakrat
vétsi nez délka jeho strany. DokaZte.

Vypotitejte polomér podstavy a objem rota¢niho kuzele, jestliZe rozvinuty
plast je kruhova vyseé s polomérem 3cm a se stiedovym ahlem 120°.
Nakreslete plast stinitka na lampicku, které ma tvar komolého rota¢niho
kuzele. Poloméry podstav jsou 30 cm a 15 cm. Délka strany komolého kuzele
je 25 cm.

Uréete rozméry valcové naddoby o objemu 5 litrd, jestlize vySka nadoby se
rovné poloving priméru podstavy.

Osovym fezem valce je obdélnik s Ghlopiitkou délky 20 cm. Vyska vélce je
dvakrat vétsi nez pramér podstavy. Vypotitejte objem vélce v litrech.

Osovym fezem valce je ¢tverec o obsahu 25 cm?. Vypoditejte povrch vélce.
Uréete rozméry rovnostranného vélce o objemu 1 litr.

Jaké je priblizné délka viny, kterd je namotana na klubku tvaru koule o po-
loméru 8 cm, je-li priimér viny 1 mm?

Kolik procent zemského povrchu lezi v oblasti

a) pasma tropického (obratnik ...¢ = 23°27'),

b) pasma mirného (polarni kruh ...¢ = 66°33'),

c) pasma polarniho,

d) mezi desatou a dvacatou rovnobézkou na severni polokouli?

(Polomér Zems poditejte 6378 km.)
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Jakou &4st zemského povrchu vidime z vysky 350km nad Zemi?

Vypotitejte objem a povrch ¢olky, kterd vznikne priinikem dvou kouli o po-
lomérech 8cm a 4 cm. Vzdalenost stfedi kouli je 10 cm.

Do krabice tvaru kvéadru se tvercovou podstavou o strand a = 6.cm a vys-
kou v = 4cm dame kouli o poloméru 3cm. Vypocitejte obsah kulového
vrchliku, ktery lezi vné kvadru.

Do krychle ABCDEFGH je vepsan jehlan ABCDV , kde V je stfed Gsecky
EG akuzel, jehoZ podstavu tvofi kruh vepsany do ¢tverce ABCD a bod V.
Vypoditejte pomér objemu krychle, jehlanu a kuZele.

Krychli opiSte a vepiste kouli. Vypocitejte pomér objemi koule opsané,

krychle a koule vepsané.

Vypocitejte polomér a vysku rovnostranného vélce, ktery lze vepsat do koule

o poloméru 6 cm. Vypocitejte, kolik procent z objemu koule zaujima objem

valce.

a) Vypocitejte polomér a vysku rovnostranného kuZele vepsaného kouli
o poloméru 6cm. Vypocitejte, kolik procent z objemu koule zaujima
objem kuZele.

b) Vypoditejte polomér a vysku rovnostranného kuzele opsaného kouli o po-
loméru 6 cm. Vypoditejte, kolik procent z objemu kuZele zaujimé objem
koule.

Vypocitejte polomér koule vepsané do kuZele, jehoZ vyska je v = 6cm

a polomér podstavy je r = 2cm. Potom vypoditejte, kolikrat je objem

kuzele vétsi nez objem koule vepsané.

88 Vypocitejte polomér koule vepsané do pravidelného &ty¥bokého jehlanu,

jehoz délka podstavné hrany je a = 4cm a vyska je v = 6cm. Potom
vypocitejte, kolikrat je objem jehlanu vétsi neZ objem koule vepsané.
Vypoditejte délku hrany krychle vepsané do polokoule o poloméru 6cm.
Kolik procent zaujima objem krychle z objemu polokoule?

Vypodtitejte polomér a vysku kuzele vepsaného do pravidelného &tyisténu.
Délka hrany &ty¥sténu je 6 cm. Potom vypoditejte, kolikrat je objem kuZele
mensi nez objem &tyfsténu.

13

Vektory

7

13.1 Vektor, soufadnice vektoru

Body A[1; 3], B[4; 1] uréuji vektor u (A je polate¢ni bod, B je koncovy bod

vektoru, tj. u = B — A).

a) Vypoditejte souradnice vektoru u.

b) V soustavé soufadnic zndzornéte body A, B, potom nakreslete alespon
tfi orientované usecky, které jsou umisténim vektoru u.

c) Vypocitejte soufadnice bodu X tak, aby orientovand tsetka CX,
C[—3; —2] téz urcovala vektor u.

d) Vektor u; je opacny vektor k vektoru u. Vypoditejte soufadnice vek-
toru u;. Nakreslete orientované tsetky OU, OU;, které jsou umisténim
vektoridl u, u; s pocateénim bodem O[0;0].

Body K[-2;4;3], L[-3;2; —1] uruji vektor z (L je pocatetni bod, K je

koncovy bod vektoru, tj. z= K — L).

a) Vypocitejte soutfadnice vektoru z.

b) Vypocitejte souradnice koncového bodu vektoru z, jestlize vektor z umis-
time do pocatku soustavy soufadnic.

c) V soustavé soufadnic nakreslete orientovanou tsecku OZ, kter4 je umis-
ténim vektoru z s po¢ateénim bodem O|0; 0; 0].

Jsou dany body R[3; —2], S[—4;5], T'[2; 1]. Vypo¢itejte soufadnice bodu X

tak, aby

a) Ctyfahelnik RST X byl rovnobéznik,

b) &tyfahelnik RSXT byl rovnobé&znik,

c) ¢tyfahelnik RX ST byl rovnobéznik.

V rovnobéznosténu ABCDA; B;C; D; zndme soufadnice bodt A[2; —3;1],

B(3; —4;2], D[4;2;-3], A1[5;3;4]. Vypoditejte soufadnice vrcholt C, By,

Cy, D,.

13.2 Scitani a odéitani vektorid, nasobek vektoru

Jsou dény vektory u = (4;3), v = (—2; —4).
a) Nakreslete v soustavé souradnic orientované tsecky, které jsou umisté-

nim vektort u, v s pofite¢nim bodem O[0;0]. Potom graficky sestrojte

orientované usecky, které odpovidaji néasledujicim vektortim:

wi=u+v w3 = 2u ws = 3u— v

Wo=u-—v W4=U+(—%)v

b) Vypoditejte souradnice vektorts wi, wa, ws, wy, ws.

c) Porovnejte vysledky uloh b) s obrézkem z tilohy a).

Jsou dany body A[3; 3], B[5;4], C[7;5].

a) Rozhodnéte, zda body A, B, C lezi na piimce.

b) Urcete &islo yp € R tak, aby bod D[-3;yp] leZel na pfimce AB.

Jsou dany body K[1;2;3], L[—4;5;6], M[4;3;2].

a) Dokazte, Ze body K, L, M tvoii trojihelnik.

b) Urdete realn4 &isla m, n, k, p tak, aby body R[0;m;n], S[k;p; 6] lezely
na pifimce KL.
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13.3 Linedarni kombinace vektoru

Vektor z = (2;10) zapiSte jako linearni kombinaci vektort u = (1;3), v =

= (—2;2). Vypocet ovérte obrazkem.

Vektor z = (2; —2; —10) zapiSte jako linedrni kombinaci vektord u, v, w,

kde u = (2;1;-1), v = (2;3;2), w = (4; 5; —2).

V trojihelniku ABC oznadte vektory u = C — B, v = C — A. Jako linearni

kombinaci vektorid u, v zapiSte nasledujici vektory:

a) wy=B-A

b) we = A; — A, kde A; je stied strany BC

c) w3 =T — A, kde T je tézisté trojihelniku ABC

Narysujte trojihelnik ABC (a = 4cm, b = 3cm, ¢ = 6cm). Vyznalte

vektory b=C — A, c = B — A Potom v obrazku sestrojte vektor u tak,

aby platilo u = (2c+ 1b) - 3 — - (c + b). Zapiste vysledek.

V rovnob&zniku ABCD vyznatte body E, F, G, S tak, ze bod FE je stfed

usecky AB, bod F je stied useCky BC, bod G je stfed usetky CD, bod S

je stfed tsetky AC. Déle oznalte vektory u = E — A, v =S — A. Zapiste

vektory w = D — F, z = G — B jako linedrni kombinaci vektort u, v.

V trojuhelniku ABC vyznaéte vektory a =C — B, b=A—-C,c =B - A.

a) Dokazte, ze pak plati a+ b+ c =o.

b) DokaZte, Ze plati: t, + t, + t. = o, kde t, = Spc — A, t, = Sac — B,
t.=Sap—C.

Je ddna krychle ABCDEFGH.

a) V krychli vyznadte vektory e, = A— D, e, =C — D, e = H — D. Jako
linedrni kombinaci vektort e;, ez, e3 zapiste vektory:
xx =G—-—H x3=G—A xs=F—-C
xx=B-G x4 = B — Sug

b) Vektory x; aZ xs z tilohy a) vyjadfete jako linedrni kombinaci vektort /,
Jykykdei=B—-A,j=C—-A k=H - A.

13.4 Linearné zdvislé a linearné nezavislé vektory
Dokazte, Ze vektory a = (2;2), b = (4;—-4), ¢ = (—2;—6) jsou linedrné
zévislé. Vypocet ovéfte obrazkem.

Rozhodnéte, zda dané trojice vektort tvoii skupinu linearné zavislych, nebo
linedrné nezévislych vektort.

a) u = (3;6) b) v =(2;-1;3) c) wp = (0;6;—2)
uy = (-1;-2) v, = (3;0;6) wo = (2;4;6)
u3 = (1;4) v3 = (7; =5;10) ws = (—1;4; -5)

13.5 Velikost vektoru

Vypoéitejte velikost vektoru u = (—4;2). Vypodet ovéite obrazkem.
Vypotitejte velikost vektoru u = (4;—3;5).

Urcete &islo y € R tak, aby velikost vektoru z = (6;y) byla 10.
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Je dén vektor u = (7; —1). Urdete vektor v tak, aby platilo: v | u A |v| = 10.
Vypolet ovéfte obrazkem.

Jsou dany vektory a = (4;2), b = (—1;2). Vypotitejte souradnice a velikosti
vektori ¢;, ¢, c3, vite-li, Ze

a) q=a+b, b) ¢ =a—b, ¢) 3 =1a+3b.

Je dén vektor f = (3;2). Uréete m € R tak, aby pro vektor g = (6;m)
platilo |g — f| = 5. Vypocet ovéite obrazkem.

Je dén vektor r = (3;2). Urlete g € R tak, aby pro vektor s = (g; —2) platilo
|3r + s| = 5. Vypocet ovérte obrazkem.

13.6 Skalarni souéin dvou vektoru v v

Jsou dény vektory u = (0;3), v = (1;1). V pravoahlé soustavé souradnic

nakreslete orientované tisecky, které jsou umisténim danych vektord v po-

&atku. Z obrazku urlete, jaky ihel dané vektory sviraji. Potom vypoditejte

skalarni souéin vektorti u - v dvéma zputsoby:

a) podle vzorce pro vypocet skaldrniho soucinu pomoci velikosti vektori
a thlu, ktery tyto vektory sviraji,

b) podle vzorce pro vypocet skaldrniho soucinu ze souradnic vektord u, v.

Uhel dvou vektorii

Vypoditejte velikost Ghlu vektorl u, uQ
a) m=(31) b)) u=(-24) c) wn=(3-2) d) m =(-1;0)
uy = (1;2) w=(6-2)  m=(46) w = (V3;1)
Vypoéltejte uhel vektort vy, v» s pfesnostl na stupné a minuty:
a) vy = (-1;0;1) b) vy = (=2;6;3) ¢) v =(2,-33) d) v =(1;0;1)
vo=(=22;0) v =(244) vo = (-1;2;-2) v, = (0;5;0)

Vypotitejte velikosti ahli «, 3, v v trojuhelniku ABC, znate-li souradnice

vrcholt. (Poéitejte s piesnosti na stupné a minuty.)

a) A[0;1] b) A[2;3] c) A[1;0;2] d) A[1;3;-2]
B[2;3] B[3;1] B[2; —2;4] B[-2;3;1]
C[4;0] C[5;2] C[3;6;1] C[-2;6; —2]

Dén vektor u = (\/3, —1). Urdete soufadnice vektoru v, ktery svird s vek-

torem u thel 60° a jehoZ velikost je 4.
Jsou dany body A[2; 5;10], B[2;1; 7]. Na ose z urlete bod X tak, aby platilo:
a) |YABX| = 60° b) [ XAB| = 45°

Uréete vektor x tak, aby platilo: [x| = v/2 A [Jxb| = 90° A |[$xa| = 7, kde
a=(1;1;0), b=(1;1;-1).
Kolmost vektort
Dokazte, ze dané vektory u, v jsou navzajem kolmé:
a) u=(2;4) c)u—( V5 —1;2V2)

v=(-3;3) =(V5+1; —V2)
b) u= (4;-1;13) -d) u—(l 1;0)

v=(5—-6;-2) v =(0;0;1)
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Je dan vektor u = (4;9). Uréete m € R tak, aby vektor v = (m; 2) byl kolmy
k vektoru u.
Je dan vektor x = (—1;2; 3). Uréete p € R tak, aby vektor y = (17; p; 3) byl
kolmy k vektoru x.
a) K vektoru a = (1;3) urcete alespon jeden vektor by, ktery je k vektoru
a kolmy.
b) K vektoru a = (1;3) uréete vSechny vektory by, které jsou k vektoru a
kolmé a maji stejnou velikost jako vektor a.
c) K vektoru a = (1;3) urlete vSechny vektory by, které jsou k vektoru a
kolmé.
Uréete vektor f tak, aby platilo fLg A |f| = 4v/5, kde g = (3;6).
Jsou dény body S[3;2], M[5; 1]. Uréete bod M; tak, aby vektory u; = M-S
a uy = M; — S mély stejnou velikost a byly navzajem kolmé.
Jsou dany body A[2; 1], B[5;4]. Uréete souradnice bodt C, D tak, aby ¢tyi-
tthelnik ABCD byl ¢tverec.
Jsou dany body A[4;1], S[6;2]. Uréete soufadnice bodi B, C, D tak, aby
&tyrahelnik ABCD byl étverec. (Bod S je st¥ed &tverce.)
Jsou dény body A[-2;4], C[8;5]. Urlete soufadnice bodd B, D tak, aby
Gtyftahelnik ABCD byl ¢tverec.
Jsou dany body K|[2;5], L[6;2]. Uréete soufadnice bodi M, N tak, aby
¢tytthelnik K LM N byl obdélnik a aby platilo |[KL| = 3|LM|.
N
Jsou dény body K[—2;2], L[6; 8]. Na ose & uréete bod X tak, aby trojihelnik
K LX byl pravouhly s pravym thlem u vrcholu X.
Jsou dany body R[3;1], S[—1;3]. Urlete bod T tak, aby platilo:
a) bod T lezi na ose z a |[SRTS| = 90°
b) bod T lezi na ose y a |[$SRT| = 90°
c) bod T lezi na ose L. a III. kvadrantu a | STR| = 90°
Body E[2;—2; 2], F[0; —1; —4], G[2; 1; —5] tvofi trojihelnik EFG. Dokaz-
te, Ze trojthelnik EFG je pravouhly a rovnoramenny. U kterého vrcholu je
pravy uhel?
Jsou dény body M([3; —2v/2], N[-1;2+/2]. Uréete soutadnice bodu O tak,
aby trojihelnik M NO byl pravothly a rovnoramenny, s pravym thlem
b) u vrcholu N,

a) u vrcholu M, ¢) u vrcholu O.

13.7 Vektorovy soucin dvou vektora v x v

Jsou dény dva vektory u = (0;1;0), v = (1;1;0).

a) Vypoditejte pomoci souradnic vektort u, v vektorovy soudin u x v.

b) V pravotodivé soustavé soufadnic nakreslete orientované tusecky OU,
UV, OW, které jsou umisténim vektorl u, v, u X v s poCatetnim bodem
0[0;0;0]. V nakresleném obrazku ovéite, ze OU L OW A OV L OW.

c) Vypoditejte velikost vektoru u x v.
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d) Z obrézku urlete twhel orientovanych tsetek OU, OV, vypocitejte veli-
kosti vektorti u, v a potom vypoctitejte velikost vektorového soudinu u x v
pomoci velikosti vektort a uhlu, ktery tyto vektory sviraji.

e) Vypoéitejte v x u.

f) Vyznalte v obrézku orientované tsecky 0Z;, OZ;, které jsou umist&-
nim vektorti z; = u X v, zz = v X u a rozhodnéte o vzijemné poloze
orientovanych tseéek 0Z;, OZ,. Je vektorovy soucin komutativni?

Vypo¢itejte vektorovy soudin vektori u, v je-li ddno:

a) u=(213) b)u=(013) ¢ u=(2-13) d) u=(21)
v=1(-1;4;2) v=(1;0;2) v=(4,-2;6) v =(3;4)

Vypoditejte obsah rovnobézniku K LM N, jestlize zndte souradnice vrchold

K, L, M. Vypotitejte soufadnice vrcholu N.

a) K[2;0;1], L[1;-1;3], M[4;2;1] b) K[1;3], L[2;0], M[4; 1]

Vypoéitejte obsah trojuhelniku ABC, znéte-li souradnice vrchold A, B, C:

a) A[4;0;—1], B[2;4; 1], C[5;3;4]

b) A[2;-1], B[-1;4], C[3;-2]

c) A[3;—6;5], B[4;8;1], C[5;22; -3

d) A[V6;1— v6; -3+ 2V6)], B[v6;2 - V6;2V6], C[2 + v6;2 + 2v/6; V6]

Vypoditejte obvod, vnitini Ghly a obsah trojihelniku RST, jsou-li sourad-

nice vrchold R[4;1;0], S[4; —2; —3], T'[1; —2;0].

Jsou dany vektory u = (2;3;4), v = (—2;m;0). Urcete hodnotu parametru

m € R tak, aby platilo |u x v| = 4V/6.

Na ose y uréete bod Y tak, aby obsah trojihelniku XY Z byl 10. Soutadnice

bodd X, Z jsou X[2;1;0], Z[2;2;3].

Na ose z uréete bod X tak, aby obsah trojiahelniku PQX byl 3. Soufadnice

bodt P, Q jsou P[4;0], Q[2; —4].

Jsou dany vektory a = (2;4; —1), b = (3;1;2). Urcete hodnotu parametru

p € R tak, aby pro vektor z = (1;p;2) platilo a x z L z x b.

Jsou dény vektory u = (3; —1;0), v = (9; —3; 2). Urcete souradnice vektoru z

tak, aby platilo z L u A z L v A |z| = 1. Ulohu feste dvéma zpisoby:

a) uzitim vektorového soucinu

b) uzitim skaldrniho soucinu

Posudte, ktery zptisob je lepsi.

13.8 Smiseny souéin tFi vektora (v x v)-w

V rovnobé&snosténu ABCDA;B;C; D, zname soutadnice vrcholt A[1;0; 2],
B[3;4;3], D[—1;4;6], A1[2;1; 5]

a) Vypoditejte soufadnice vrcholi C, By, C1, Ds.

b) Vypoditejte objem rovnobé&Znosténu ABCDA; B1C1D;.

Jsou dény body K[2;3;—1], L[8;4; 2], M[0;6;0], O[2;1;4].

a) Vypotitejte objem rovnob&znosténu KLM NOPQR.

b) Vypoditejte objem rovnob&Znosténu K LNMOPQR.
¢) Porovnejte vysledky tiloh a), b) a zdivodnéte.
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57 Vypoditejte objem &tyFbokého jehlanu ABC DV, znite-li soufadnice bodi
A[2;3;4], B[-1;4; 2], D[0;2;-5], V[3;2;1].

58 Vypolitejte objem trojbokého hranolu OPQO;P;Q,, znate-li soufadnice
vrchola O[2;0; 0], P[0;0;0], Q[0; 2;0], O1[0; 0; 4].

59 Jsou dény body A[2;2;3], B[6;3;0], C[3; —1;—1].
a) Déle je dan bod D|0;0;0]. Vypoéitejte objem &tyisténu ABCD.
b) Na ose z urCete bod X tak, aby objem &tyfsténu ABCX byl 26.

60 Na ose z urlete bod Z tak, aby objem &tyfsténu ABCZ, kde A[2; —3;1],
B(1;0; 3], C[3;1; 1], byl 14.

14

Analytické geometrie v roviné

10

11

12

14.1 Rovnice pFimky

Pfimka p je déna v jednotlivych pripadech rtznymi zpisoby. Nakreslete
pfimku p v soustavé soufadnic pomoci danych prvkd. Potom sestavte jeji
parametrické rovnice, obecnou rovnici, zapiste piimku p ve smérnicovém
tvaru, ve tvaru tsekovém (pokud tyto tvary existuji).

a) Pfimka p je ddna bodem A[4;2] a smérovym vektorem s = (2; —1).

b) Pfimka p je ddna bodem A[2;0] a normalovym vektorem n = (—3;2).
c) Pfimka p je ddna dvéma body A[2; 3], B[-2; —5].

d) Pfimka p prochézi bodem A[—3;—1] a po¢atkem soustavy soufadnic.
e) Pfimka p prochézi bodem A[3; —2] kolmo k ose z.

f) Piimka p je ddna bodem A[1;2v/3] a smérovym thlem ¢ = 120°.

g) P¥imka p prochdzi bodem A[—2;4] a ma smérnici k = 2.

h) Pfimka p protind soufadnicové osy v bodech X([3;0], Y'[0; —2].

Piimka p je ddna obecnou rovnici 2z 4+ 5y — 6 = 0.

a) Vyjadfete pfimku p parametrickymi rovnicemi.

b) NapiSte rovnici piimky p ve smérnicovém tvaru.

Vypoditejte smérnici a smérovy uhel pfimky, kterd je ddna body A[0;2],
B[-2;4].

Napiste v parametrickém tvaru rovnici pfimky p, kterd prochéazi pocatkem
a je rovnobézna s pfimkou ¢q: 4o —y + 3 = 0.

Urcete obecnou rovnici pfimky p, ktera je kolméa k primce ¢: 2e —y+7 =0
a prochazi pocatkem soustavy souradnic.

Ur&ete hodnotu parametru m € R tak, aby pfimka z+my+2m?—m—1=0
prochézela pocatkem soustavy soufadnic.

Napiste obecnou rovnici p¥imky p, kterd prochazi bodem A[—4;3] a je rov-
nobéznd s ptimkou ¢: 52 — 2y + 6 = 0.

Napiste obecnou rovnici piimky p, kterd prochézi bodem A[—6; 5] a je kolméa
na pfimku ¢: * — 2y + 9 = 0. ;

Uréete souradnici yps bodu M[2;y] tak, aby bod M leZel na pfimce AB,
kde A[-3;5], B[-1;-1].

Body A[2;4], B[4;—6] uréuji piimku AB. Napiste obecnou rovnici piimky,
kterd prochézi stfedem tsetky AB a je kolma na piimku M N, M[—4;—3],
N[1;-2].

Napiste parametrické rovnice a obecnou rovnici pfimky p, kterd prochézi
bodem A[3; 1] a je

a) rovnobéznd s pfimkou ¢;: 2z + 3y + 7 =0, c) rovnobé&znd s osou z,
b) kolmd k pfimce ¢o: ¢ — 2y +4 =0, d) kolma4 k ose y.

Je dan trojuhelnik ABC, A[1;4], B[3; —2], C[—4; —6]. Urlete v parametric-
kém tvaru rovnici pfimky, na které lezi

a) strana c, d) osa tisecky AB,
b) vyska v, e) stfedni pficka rovnob&zné s AB,
c) ténice i, f) kolmice na AB bodem A.

105

ANATTSAN

4




44. AATGLYLCNVE GJCUTIHCLI C U TUUGIC

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25
26

27
28

106

Jsou dany body K[2;4], L[3;—-2].

a) Napiste obecnou rovnici osy usecky KL.

b) Napiste obecnou rovnici kolmice k tse¢ce KL v bodé L.

Body A[2;4], B[4;2], C[4;1] jsou vrcholy trojihelniku ABC. Napiste obecné
rovnice os viech jeho stran. Potom vypocitejte soufadnice jejich priiseciku.
Body A[2;4], B[4;2], C[4;1] jsou vrcholy trojihelniku ABC'. Napiste obecné
rovnice piimek, na nichZ lez{ t&nice t,, ts, t.. Potom vypocitejte soufadnice
Body A[2;4], B[4;2], C[4;1] jsou vrcholy trojihelniku ABC. Napiste obecné
rovnice vysek vq, v, ve. Potom vypocitejte soufadnice priiseciku vySek.

Je dan trojuhelnik ABC, A[0;0], B[—4; 2], C[—6;0]. Vypocitejte souradnice
prise¢iku vysek V, soufadnice t&Zité T' a soufadnice stfedu S kruZnice
trojihelniku ABC opsané. Dokaite, Ze body V/, T', S leZi na jedné piimce.
Napiste rovnici pfimky AB, A[5;—2], B[2; —3] v tisekovém tvaru. Vypoci-
tejte souradnice prisecikii pfimky AB s osami soufadnic. Vypocitejte obsah
trojahelniku, ktery omezuje dana pfimka AB spolu s osami z, y.

Osy z, y a pfimka KL, K[2;9], L[—4; —3] urCuji trojihelnik. Vypocitejte
jeho obsah.

Uréete obecnou rovnici pfimky p tak, aby prochézela bodem M |1;4] a spolu
s osami z, y urovala trojihelnik o obsahu 1.

Bodem M][2;3] vedte pifmku m tak, aby pro priseciky P[p;0], Q[0;q]
primky m se soufadnicovymi osami platilo:

a) p=g¢ b) p+q=0 c)ptg=12 d)p:q=2:3
Urcete obecnou rovnici pfimky m v jednotlivych piipadech.

14.2 Useéka, polopFimka, polorovina

Jsou dany dva body A[-2;5], B[4; —1].

a) Napiste rovnici tsecky AB.

b) Napiste rovnici polopfimky AB.

c) Napiste rovnici polopfimky BA.

Je déna polopfimka MN = {[2 + 3t;3 +t], t € (—o0; 3)}.

a) Uréete souradnice pocatecniho bodu M dané poloprimky.

b) Polopfimku nakreslete.

c) Urdete yx tak, aby bod K[—1;yxk] lezel na dané polopiimce.

Nakreslete poloroviny:
a) 3z+y—-650 c)2z—y <0 e) y=2
b) z—-2y+520 d z+y=20 f) < -2,6

Rozhodnéte, zda bod M[4; 7] lez{ v poloroviné 2z — 3y +2 £ 0.

Uréete viechny hodnoty parametru p € R tak, aby bod P[—4;p + 3] lezel
v poloroving y 2 2z.

Rozhodnéte, zda p¥imka p: 2z + 7y —12 = 0 protina tsecku A[2; 3], B[5; —1].
Uréete hodnotu parametru ¢ € R tak, aby body A[4;1], B[2;—6] lezely
uvniti téze poloroviny s hraniéni pfimkou p: 3z + 5y + ¢ = 0.
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Urcete hodnotu parametru b € R tak, aby body K[-3;8], L[1;—9] lezely
v opaénych polorovinich uréenych hrani¢ni pfimkou z + by — 3 = 0.

14.3 Vzéajemna poloha pFimek

VySetfete vzéjemnou polohu pfimek p, g. V piipadé riznob&Znych primek
vypocitejte soufadnice priseciku piimek p, g.

a) p={[1+2t;2-3t],t € R} e) p={[1+2t;2-3t],t € R}

qg={[-1+2k;7-3k], k€ R} ¢2r+y—1=0
b) p={[1+2t;2-3¢],te€R} f) p:2z+y—-1=0
qg={[1+4k;5—2k], k€ R} ¢r—2y—8=0
c) p={[1+2t;2-3t],t € R} g p2t+y—1=0
g = {[17 + 4k; —6 — 2k], k € R} qgdr+2y—2=0
d) p={[1+2t;2-3t], t € R} h) p: 224y —1=0
q={[5+4k;—4 —6k], k € R} ¢2x+y—3=0

VySetfete vzajemnou polohu pfimek AB a CD, znate-li soufadnice bod,
které dané pfimky uréuji; A[-1; —2], B[-1;1], C[1;1], D[2;3].

Prisecikem pifimek p: 3z +y — 2 =0, ¢: ¢ — y — 6 = 0 vedte rovnob&zku
s pfimkou r: 22 — y + 4 = 0. Urcete jeji obecnou rovnici.

Prisecikem piimek p = {[1 +¢;2 —t],t € R}, ¢ = {[2k; -3 + k], k € R}
vedte kolmici k piimce r = {[2 + 4m;8 — 3m], m € R}. Urlete jeji obecnou
rovnici.

Urcete parametrické rovnice pfimky, kterd prochdzi prisecikem piimek p,
g, kde p: 3z —Ty+9 =0, ¢: 5z +3y—29 = 0, kolmo k ose I. a III. kvadrantu.
Vypoditejte souradnice vrchold trojihelniku ABC tak, aby jeho strany le-
zely na pfimkich a: t -2y +8=0,b: 2z +y+1=0,c: 8z —y —11=0.
Body A[1;2], B[-2;3], C[—3; —1] urluji trojuhelnik. Vrcholy trojihelniku
ABC sestrojte rovnobézky s prot&jsimi stranami. Dostanete tak trojihelnik
A; B,C;. Vypoditejte souradnice vrchold A;, By, C;.

Jsou dany dv& pfimky p: az+ (2b—1)y+¢c+3 =0, ¢: 22— (b+2)y—2¢ = 0.
Pro které hodnoty parametrii a, b, ¢ € R jsou dané pfimky

a) splyvajici rovnobézky,

b) rdzné rovnobé&zky,

c) dvé riznob&zky, které se protinaji v bodé M(5;0].

Urdete hodnoty parametrti a,b € R tak, aby dané p¥imky p, ¢ splyvaly:
p={[1-t2+t],t€eR}, ¢g={la+k;5+0bk], k € R}

Uréete hodnotu parametru m € R tak, aby pfimka mz +y+m —11 =0
prochéazela prisefikem pfimek p: 2z +y+6=0,q: z — 2y +8 =0.

Uréete hodnoty parametri a, b € R tak, aby body A[3; —1], B[—2; 4] lezely
na piimce p = {[a + 2¢;3 — bt], t € R}.

Je dana p¥imka p: 3z — 2y + 6 = 0. Uréete hodnoty parametri a, ¢ € R tak,
aby piimka ¢: az — 5y + ¢ = 0 byla s pfimkou p rovnobé&?n4 a prochazela
bodem M][5;3].

Urdete viechny hodnoty parametru m € R tak, aby se piimky p, ¢ protinaly
ve IV. kvadrantu; p: 2z — 3y = m, ¢: 4z + 3y = —11.
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Urdete viechny hodnoty parametru a € R tak, aby se pfimky p, g protinaly
ve II. kvadrantu; p = {[5+ 2t;a — 3t], t € R}, ¢ = {[1 + 4k;2 + k], k € R}.
Vypotitejte hodnotu parametru m € R tak, aby se piimky p, ¢ protinaly
na ose y.
p(m—-1)z—(m+2y+m=0,¢(m+2)z+(m-3)y+3m-1=0
Vy3etiete vzijemnou polohu tusedek u; = {[1 + 2t;2 —t],t € (-2;1)},
ug = {[~1 + k; 2k, k € (0;1)}. Nakreslete obrazek.

Je déana tsecka AB, kde A[—1;2], B[2;1]. Uréete hodnotu parametru m € R
tak, aby usecka KL protinala Gsetku AB v jejim stiedu. Soufadnice bodd
K, L jsou K[-2;—6], L[2;m)].

14.4 Odchylka dvou pFimek

Vypotitejte odchylku piimek p, ¢. Vysledky uvadéjte s pfesnosti na minuty.

a) p={[4-2t;5—-1t],t €R} e) p={[2+¢5],t € R}
g={[2+k;1+3k], k€eR} ¢zT+V3y—6=0

b) ppz+2y—1=0 f) p={[1-3t;2+1t],teR}

¢2x—y+4=0 ¢:3x—y+7=0
c) p:3z—4y=0 g py=x-3

gy—6=0 q¢:y=-02z+0,1
d)pTz—y+1= h) p:y=0

¢gr—Ty+1l= ¢ 3+i=1

Je dan trojuhelnik ABC, A[-1;4], B[2;—2], C[5; —1]. Vypocitejte

a) vnitini thel 8 trojihelniku ABC,

b) odchylku pfimek AB, BC,

c¢) odchylku osy tsecky AB a osy z,

d) velikost thlu AT B, kde T je t&zisté AABC.

Jsou dany dvé p¥imky p: ax +y —4 =0, ¢: ¢ + 2y + 8 = 0. Urcete hodnotu
parametru a € R tak, aby

a) primky p, ¢ byly navzdjem kolmé,

b) odchylka pfimek p, ¢ byla 45°.

Bodem P[6;1] vedte piimku p a bodem Q[—2;7] vedte piimku g tak, aby
se pfimky p, ¢ protinaly na ose z a byly navzéjem kolmé. Napiste obecné
rovnice primek p, g.

Bodem A[-1;3] vedte pfimku p tak, aby odchylka pfimky p a piimky o:
y = z byla ¢ = 60°. Vypoditejte soufadnice priseciku piimek p, o.

Jsou dany pfimky p: y = kz + 2, ¢y = 33§x — 1. Urlete smérnici &k € R
pfimky p tak, aby odchylka piimek p, ¢ byla ¢ = 30°.

Je dana piimka q: y = —2z + 5. Urdete rovnici pfimky p prochézejici po-
¢atkem soustavy soufadnic tak, aby odchylka p¥imek p, g byla ¢ = 45°.

14.5 Vypocéty vzdalenosti

Vzddalenost dvou bodu

54 Vypotitejte obvod trojihelniku ABC, kde A[-3;1], B[2; —4], C[3;3].
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Na ose y najdéte bod Y, ktery ma od bodu A[—4; 3] vzdalenost 5.

Na ose z najdéte bod X, ktery mé od bodu B[6; —3] vzdélenost 7.

Na ose y urCete bod Y tak, aby mél stejnou vzdalenost od danych dvou
bodt A[—2;1], B[4;—2].

Na p¥imce p = {[1 — t;2 + 3t], t € R} urlete bod C tak, aby mél stejnou
vzdélenost od danych dvou bodt A[—4;2], B[2; —1].

Na pifmce p: 2z + y = 0 najdéte bod C tak, aby trojthelnik ABC byl
rovnoramenny se zdkladnou AB, kde A[6;4], B[2; —2].

Na piimce AB, kde A[-3; 2], B[2; —3] urdete bod M tak, aby platilo |AM| =
= %|B_M |

V roviné najdéte takovy bod S, ktery ma od danych tii bodi A[2;0],
B[—4;2], C[2; —2] stejnou vzdélenost (tj. najdéte soufadnice stiedu kruznice
trojihelniku ABC opsané).

Vzdélenost bodu od pFimky
Vypotitejte vzdalenost bodu A[—3;13] od pfimky KL, K[0;4], L[-5; —6].
Vypotitejte vzdalenost bodu A[8; —5] od piimky p = {[—4t; % +3t], t € R}.

Vzdalenosti — dalsi ulohy

Na ose y urcete takovy bod Y, ktery ma od pfimky p: y = —2z + 4 vzdale-
nost 2v/5.

Na pfimce p: z + 3y — 2 = 0 urlete bod M tak, aby jehowzdalenost od
pfimky ¢: 5z + 12y — 4 = 0 byla 3.

Uréete hodnotu parametru ¢ € R tak, aby vzdalenost pocatku soustavy
soufadnic od pfimky p: 2z — y + ¢ = 0 byla 4.

Piimka q je d4na rovnici 3z — 4y + 12 = 0. NapiSte obecnou rovnici piimky
p, kterd je rovnobézna s pfimkou g ve vzdalenosti 3.

Vypoditejte vzdalenost rovnob&zek p;: 8z —6y +3 = 0, pa: 8z — 6y —3 = 0.
Jsou dany p¥imky p: 3z+2y—6=0,q: 3z +2y+8=0,7: 62+4y—5=0.
Dokazte, Ze dané tii pfimky jsou rovnob&zné a uréete, v jakém poméru déli
pfimka r vzdalenost mezi pfimkami p, q.

Jsou dény piimky p;: 2z + 3y — 11 = 0, ps: 4z + 6y + 5 = 0. Urcete
obecnou rovnici pfimky, ktera je rovnob&zna s danymi piimkami a méa od
obou pfimek stejnou vzdalenost (osa pésu).

Uréete rovnici piimky, kter4 proch4zi bodem A[—2;—6] a jejiz vzdalenost
od poéétku soustavy soufadnic je 2v/2.

Ze svazku piimek prochézejicich podatkem soustavy soufadnic vyberte ta-
kovou, od které ma bod M|[6; 2] vzdalenost 2.

Ze svazku piimek rovnob&nych s osou I. a III. kvadrantu vyberte takovou,
od které ma bod M[-5;2] vzdalenost 3v/2.

Najdéte viechny body M, které maji od p¥imky p: 3z — y = 0 vzdalenost
3@ a od pfimky ¢: 2z + y — 2 = 0 vzdalenost 2v/5.
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75 V roviné najdéte viechny body O, které maji stejnou vzdélenost od danych
pfimek a: z +2y =0, b: 2z +y =0, c: £ — 2y + 4 = 0. (Dané piimky uréuji
trojahelnik; najdéte stfed kruznice vepsané a stiedy kruZnic trojahelniku
pripsanych.)

76 Napiste obecnou rovnici pfimky p, ktera prochazi bodem M[4; 6]. Dva dané
body A[—6;10], B[10; —6] maji od pfimky p stejnou vzdalenost.

77 Je dan trojihelnik ABC, kde A[2; —4], B[1; —2], C[0; —3]. Urcete obecnou
rovnici piimky g, kterd je osou Ghlu a trojihelniku ABC.

78 V trojihelniku ABC, A[-3;4], B[-1;—2], C[3; 6] vypotitejte:

a) vy3ky va, vs, Ve c) délku stfedni pricky
b) t&Znice tq, tb, tc d) obvod a obsah AABC

79 Dokaite, ze body A[0;—2], B[5;3], C[2;2], D[1;1] tvofi vrcholy rovnora-
menného lichob&zniku s rameny AD, BC. Vypocitejte:
a) obvod lichobé&zniku c) vysku
b) délku stiedni pficky d) obsah

14.6 Zobrazeni v analytické geometrii

80 Urcete soufadnice bodu A’, ktery je obrazem bodu A[3;—2] v osové sou-
mérnosti dané osou 0: 2z —y + 7 =0.

81 Urlete soufadnice bodu C’, ktery je s bodem C|[3; 6] soumérny podle piimky
AB, kde A[-2;1], B[-1;-2].

82 Urlete obecnou rovnici p¥imky p’, kterd je s pfimkou p: 2z +y —5 =0
stfedové soumeérnd

b) podle stfedu S[—3;2].

83 Urcete obecnou rovnici p¥imky p’, kterd je s pfimkou p: 3z —y+6 =0
soumérna

a) podle pocatku,

c) podleosy o: z+y+1=0,
d) podle osy o: z = 4.

a) podle osy z,
b) podle osy v,

84 Napiste rovnici pfimky p’, kterd je obrazem pfimky p: 3z —y +6 = 0 ve
stejnolehlosti se stfedem S[2;1] a koeficientem stejnolehlosti s = 3.

85 Svdtelny paprsek vychézi z bodu A[3;4] a odrazi se od pfimky p: z+y—5 =10
do bodu B[—4;12]. Uréete soufadnice bodu odrazu.

86 Po piimce 2z —y = 0 dopad4 svételny paprsek na pfimku p: z —3y +5 =0,
od které se odrazi. Uréete souifadnice bodu odrazu a napiste rovnici pfimky,
na které lezi paprsek odrazeny.

14.7 Dalsi ulohy
87 Dokaite, ze body A[-3;2], B[1;1], C[0; —6] jsou vrcholy trojihelniku. Na-
jdéte alespon dva zpiisoby dikazu.

88 Dokaite, Ze trojahelnik ABC, kde A[1;0], B[5; 6], C[6; 1] je pravothly a rov-
noramenny.
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89 Urlete bod C tak, aby trojihelnik ABC byl pravothly a rovnoramenny
s pfeponou AB, kde A[4; —6], B[—2;10].

90 V rovnoramenném trojihelniku ABC se zékladnou AB, A[-3;4], B[1;6],
lezi vrchol C na pfimce 5z — 6y — 16 = 0. Vypoéitejte souradnice vrcholu C.

91 Jsou dény body A[6V/3;0], B[0;2V/3]. Uréete soutadnice bodu C tak, aby
trojahelnik ABC byl rovnostranny.

92 Najdéte souradnice vrcholi B, C rovnoramenného trojihelniku ABC se
zékladnou AB, vite-li, Ze vrchol A méa soufadnice A[3; —2], vrchol C le#i na
ose z, a déle vite, Ze osa thlu v ma rovnici 2z + y + 6 = 0.

93 Vypoditejte souradnice vrchold rovnoramenného trojihelniku ABC se z4-
kladnou AB, jestlize znate obecnou rovnici piimky, na které lez{ t&nice ¢t,:
4z + 3y + 5 = 0, t&7iste T[4; 7] a Sas(L;2).

94 Vypocitejte souradnice vrcholi trojihelniku ABC, jestlize znate obecné
rovnice piimek, na nichz lezi strany b: 3z +4y —1=0,ccz-y+2=10
a vy3ky ve = 14V/2, v, = 7.

95 Vypolitejte soufadnice vrcholi trojihelniku ABC, jestlize znate vrchol
A[-1; —2] a obecné rovnice piimek, na kterych lezi t&nice ty: z+2y—1 = 0,
te:y—4=0.

96 Vypocitejte souradnice vrchold trojuhelniku ABC, jestlize znite vrchol
C[—2; 6] a obecné rovnice pfimek, na kterych lezi vysky v,: 4z —y+3 =0,
vp: 2z +3y+1=0.

97 V trojuhelniku ABC znéte soufadnice vrchold A[—5; 1], B[4; —2} a soufad-
nice priseciku vysek V[3; —3]. Vypo¢itejte soufadnice vrcholu C.

98 Vypocitejte souradnice vrcholi trojihelniku ABC, jestlize znéte vrchol
A[2; 4] a obecnou rovnici vysky v.: 2z +y = 0 a ténice t.: t +y +3 = 0.

99 Body Sag[3;4], Spc[5; —3], Sac[—3;5] jsou stfedy stran daného trojthel-
niku ABC. Vypocditejte souradnice vrcholt A4, B, C.

100 Vichol C trojahelniku ABC lezi na pfimce z — 2y + 8 = 0. Uréete jeho
soufadnice, znate-li vrcholy A[2; —1], B[4; 8] a vite-li, Ze obsah trojihelniku
ABC je 10. :

101 Vypocitejte soufadnice vrcholi a napidte rovnice piimek, na nichz lezi
strany rovnostranného trojahelniku, jestlize jedna strana splyva s osou y
a jeden z vrchold m4 soufadnice [8;0].

102 Dokazte, ze body A[3;0], B[6;4], C[4;5], D[1;1] tvori rovnob&znik. Vypo-
Citejte jeho vnit¥ni Ghly a Ghel Ghlopficek.

103 Vypoditejte souradnice vrcholt B, D rovnob&zniku ABC D, znéte-li soufad-
nice vrcholt A[4;0], C[0; —2] a vite-li, Ze strana AB je rovnobéznd s osou
II. a IV. kvadrantu. Délka strany BC je 3v/2.

104 Body ABCD tvoii rovnobéznik. Vypoéitejte soufadnice bodt C, D, znate-li
vrcholy A[2; —4], B[3; —2] a délky thloptitek |AC| = 2V/5, |BD| = 4.

105 Piimka 3z +y — 10 = 0 je osou zdkladny AB rovnoramenného lichobé&zniku
ABCD, B[4;8], C[6;12]. Vypotitejte soufadnice vrcholi A, D.
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Vypotitejte soufadnice vrcholi &tverce ABCD, znéte-li body A[-1;-3],
BJ[2;1].

Vypotitejte soufadnice vrcholi &tverce ABCD, znéte-li soufadnice bodl
A[6; 3], S[1;7], kde bod S je stfed Ctverce.

Vypotitejte soutadnice vrchol &tverce ABCD, znéte-li soufadnice bodi
A[3;2], C[-5;4].

Vypotitejte soufadnice vrcholi &tverce ABCD, znéte-li soufadnice bodl
A[5; —6), SaB[7; 1].

Uréete soufadnice vrcholdi &verce ABCD, znate-li Sap[0; —3], Scp(2;5].
Uréete soufadnice vrcholii &verce ABCD, znéte-li Sag(4;1], Spc[9;0].
Ur&ete soufadnice vrcholt étverce ABCD, znate-li A[-3; 2], Spc(2; 3.
Vypotitejte soufadnice vrcholi étverce ABC D, znéte-li bod B[4; —8] arov-
nici piéimky p: = — 2y = 0, na které lezi Ghlopticka AC.

Vypotitejte soutadnice vrcholii &tverce ABC D, znate-li délku strany |AB| =
= 24/10 a rovnice piimek p: z — 2y +1 =0, ¢: 2z + y — 3 = 0, na kterych
lezi ahloptitky AC, BD.

Vypotitejte soufadnice vrcholi &tverce ABCD, vite-li, Ze jeden vrchol
tverce je v potatku soustavy soufadnic a ihlopficky ¢tverce lezi na danych
pfimkich p;: 2 +2y+5=0, p2: 2z —y = 0.

Vypoditejte soufadnice vrcholi étverce ABCD, znate-li soufadnice stiedu
&tverce S[2; —6] a rovnici piimky p: 5z —y + 10 = 0, na které lezi strana
AB.

Vypotitejte soufadnice vrchold &étverce ABCD, jestlize Sac [8;0] a jestlize
znéte rovnici piimky p: 4z + 3y + 18 = 0, na které lezi strana BC.
Vypotitejte soufadnice vrcholi &tverce ABCD tak, aby vrchol A leZel na
piimce a: 2z —y 4+ 1 = 0 a vrchol C lezel na piimce c: z + 5y — 12 = 0.
Stied S &tverce je S[—2;1].

Uréete soutadnice vrcholt étverce ABCD, znéate-li vrchol A[4; —7] a vite-li,
%e vrcholy B, C lezi na pfimce p: 2z —y — 10 = 0.

Uréete soufadnice vrcholt &tverce ABCD, znéte-li vrchol A[—6;6] a vite-li,
%e vrcholy B, D lezi na pfimce ¢: z — 2y +8 = 0.

Vypoditejte soufadnice vrcholi kosodtverce ABC D, znéte-li vrchol Bl[4;-3]
a vite-li, ze Ghlopiitka AC lezi na piimce p: 2z —y + 4 = 0. Déle plati
|AC| = 2|BD|.

Ur&ete soutadnice vrchol obdélniku ABC D, znéte-li body B[2;2], D[11;4]
a vite-li, Ze vrchol A lezi na p¥imce z + 2y — 10 =0.

Uréete souradnice vrcholt obdélniku ABC D, znéte-li body A[1;7], S[—4; 6],
kde S je stied obdélniku, a vite-li, Ze vrchol D lezi na piimce 5z —y = 0.
Uréete soufadnice vrcholit obdélniku ABC D, znéte-li body A[2; 0], B[—6;2]
a vite-li, Ze stfed obdélniku S le#i na pfimce 6z —y + 10 = 0.

Ur&ete soufadnice vrchold obdélniku ABCD, znéte-li body A[—4; 6], C[0; 8]
a vite-li, Ze pro strany obdélniku plati |AB| = 2|BC]|.
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14.8 Vysetiovéani mnozin bodii dané viastnosti

Jsou dény dva body A[—4;11], B[2;3]. VySetfete mnoZzinu vSech bodi X
v roving, pro které plati |[AX| = |[BX]|.

Je déna tsetka u = {[1 — t;2 + 2t], ¢t € (0;1)} a bod A[2;3]. VySetrete
mnozinu viech bodtt X v roviné takovych, pro které stied Gsecky AX lezi
na usecce u.

Jsou dény piimky p;: 2z —y +3 = 0, p2: 22 —y — 3 = 0. VySetfete mnozinu
viech bodd v roving, které maji od pfimek p;, p2 stejnou vzdéalenost.

Jsou déany piimky p;: 2z —y +3 = 0, p2: 22 —y — 3 = 0. VySetfete mnozinu
viech bodi v roving, pro které plati | Xp;| = 2|Xp2|.

Jsou dény piimky a: z —y +4 =0, b: z —y — 1 = 0. VySetfete mnoZinu
stfedd vSech tseéek AB, kde A € a, B €b.

Jsou déany pfimky p;: 3z + 4y + 1 =0, pa: 3z — 4y = 0. VySetfete mnoZinu
viech bodil v roving, které maji stejnou vzdalenost od pfimek p; a ps.

Je déna piimka p: 3z4y—1 = 0. VySetfete mnoZinu vech bodi X v roviné,
které maji od pfimky p vzdalenost v10.

Vysetfete mnozinu t&%ist T viech trojuhelniki APY, kde A[1;0], P[0;0]
a bod Y je libovolny bod lezici na kladné poloose y.

Vygetiete mnozinu t&7ist T viech trojihelniki ABC, kde A[-1;-2], B[3;0]
a bod C je libovolny bod pfimky y = 6.

Je dna polopfimka V B = {[2—t; —1+2t], t € (—1;00)}. VySetfete mnoZinu
viech bodt X v roving, pro které plati | XV B| = 90°.

Jsou déany piimky p, g, které jsou navzéjem kolmé. VySetfete mnozinu viech
bod& X v roving, pro které plati:

a) soucet vzdalenosti bodu X od danych dvou piimek je 5

b) rozdil vzdalenosti bodu X od danych dvou piimek je 5

¢) pomér vzdélenosti bodu X od danych dvou piimek je 5

7Znézornéte v roviné mnozinu viech bodt X, pro jejichZ soufadnice plati:
a) |z|+lyl =4 c) |zl —lyl =4

b) [z-2|+|y+1] =4 d) |z+1|-|y-3l=4

Znazorndte v roviné mnozinu viech bodi X, pro jejichZ soufadnice plati:
a) |z|+ [yl =3 o) |lel - 1| + |lyl +2| £3

b) |z| -yl =3 d) |le| - 1] - |lyl +2] <3
Znézornéte v roving mnozinu viech bodd X, pro jejichz soutadnice plati:
a) 2|z|+3y=6 c) 2|z| +3ly| =6

b) 2z +3|y| =6 d) 2lz—1|+3ly+2|=6
Znézornéte v roviné mnozinu viech bodi X, pro jejichZ soufadnice plati:
a) |[z+y[S2 c) |z +yl S|z -yl

b) |z —y| £2 d) |z| = [yl £ |z -yl
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Analyticka geometrie v prostoru

4

10

11

114

15.1 PFimka v prostoru

Znézornéte dané body A[1;2;4], B[3;2;-3], C[2; —4;1], D[-2;2;0] v pra-
vouhlé soustavé soufadnic
a) levotocivé, b) pravotocivé.

Napiste parametrické rovnice pfimky p, kterd je déna body A[l;—1;3],
B[2;3;0]. Potom piimku p nakreslete v soustavé soufadnic, vyznacte vi-
ditelnost. Vypoditejte soufadnice bodd, ve kterych pfimka p protina sou-
fadnicové roviny. Ovéfte, zda vypoctet souhlasi s obrazkem.

Je dana piimka p = {[1 — 2k;2 + 3k;1 + k], k € R}
a) Rozhodnéte, zda body C[5;8; 3], D[3; —1;0] lezi na piimce p.
b) Urdete y, z € R tak, aby bod E[9;y; 2] leZel na pfimce p.

Jsou dény body A[2;3; 1], B[4;3; —2].
a) Rozhodnéte, zda body K|[0;4;2], L[2v/3;3; —V/3] lezi na piimce AB.
b) Urcete r, s € R tak, aby bod M[r;2r; s] lezel na pfimce AB.

Vypoditejte souradnice bodd, ve kterych piimka p = {[2;1 — t;4t], t € R}
protind soufadnicové roviny. Pfimku p nakreslete.

Jsou dany body A[1;4;6], B[4;1;-3].

a) Napiste parametrické rovnice pfimky AB.

b) Napiste parametrické rovnice isecky AB.

c) NapiSte parametrické rovnice polopfimky BA.

d) Napiste parametrické rovnice pfimky p;, ktera je pravoihlym primétem
pfimky AB do soufadnicové roviny urcené osou z a osou y.

e) Pifimku AB i pfimku p; nakreslete.

Napiste parametrické rovnice primky g, ktera prochazi bodem M|0; 4; 5] a je
rovnob&Zna s piimkou p = {[2+¢;1 —¢; 3 + 5], t € R}.

Napiste parametrické rovnice piimky g, kterd prochdzi bodem K|[2;4;1] a je
rovnobé&zna s osou z. Pfimku ¢ nakreslete.

Napiste parametrické rovnice pfimky p, kterd prochazi bodem N[1;—2;3]
rovnobé&zné se soutfadnicovou rovinou uréenou osami y a z a je riznobé&Znd
s osou .

Napiste parametrické rovnice osy z.

15.2 Vzdjemna poloha pFimek v prostoru

VySetfete vzajemnou polohu p¥imek p, g. Jsou-li pfimky riznobézné, urlete
soufadnice jejich priseéiku.
a) p={[-6+1t;7—t;2t], t € R}
q={[-5-k;3—2k;5+k], k €R}
b) p={[1+¢2-2t;t], t € R}
q={[4-2k;1+4k;3 - 2k], k € R}
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c)p={2-3t;1+t;4—t],t R}

g={[-4+3k;3—k;2+k], k€R}
d) p={[2t;3-t;4—t],t € R}

q={[2—2k;—1+k;6+2k], k € R}
e) p={[2;4—t;1+2t],t €R}

g={[1—k;2+3k;—1—2k], k € R}
f) p={[2;1+¢3],t€R}

qg={[k;41+k], k€R}
Nakreslete piimky p, ¢, odhadnéte jejich vzéjemnou polohu a potom svij
odhad ovérte vypoctem.
a) p={[1;0;¢], t € R} b) p={[3;34—t],t €R}

q = {[0;2 + 2k; —3k], k € R} qg={[1;1;2k], k € R}
Uréete hodnotu parametru m € R tak, aby pfimky p, ¢ byly rtiznobézné.
Potom vypocitejte souradnice priseciku pfimek p, g:
p={2+k;3—-2k;4],keR}, g={[1 -4t;m+t;1-3t],t €R}
Provedte diskusi o vzajemné poloze danych piimek p, ¢ vzhledem k hodnoté
parametru a € R:
p={la+3k;1—2k;2+k], k€ R}, ¢g={[2—6t;-9+4t;7—2t],t € R}
Jsou dény body A[3;2;—1], B[1;-2;1], C[-2;8;3], D[3;m; —1]. Provedte
diskusi o vzdjemné poloze piimek AB a CD vzhledem k hodnoté parametru
m € R.

15.3 Rovina

Parametrické rovnice roviny

Dokazte, ze body A[2;1;6], B[0; —1; —6], C[—1;2;0] urcuji rovinu a napiste

jeji parametrické rovnice.

a) Vypoditejte soufadnice bodd, ve kterych rovina ABC protina osu z,
0osu y a osu z.

b) Danou rovinu znazornéte ve zvolené soustavé soutadnic.

c) Rozhodnéte, zda body K|[2;4;15], L[—3;2;6] lezi v roviné ABC.

d) Vypoditejte z € R tak, aby bod M[—2;1; z] lezel v roviné ABC.

Je d4na rovina ¢ = {[l +t + k; 2 + 3t — k; 5t + k], t,k € R}.

a) Vypocitejte priseciky roviny g se soufadnicovymi osami a rovinu ¢ na-
kreslete.

b) NapiSte rovnice piimek, ve kterych rovina g protina soutadnicové roviny.

Ve zvolené soustavé soufadnic nakreslete rovinu o = {[4; k;2 —t], k,t € R}.

Obecna rovnice roviny

Rozhodnéte, zda dané tfi body uréuji rovinu. V piipadé, Ze rovinu uréuji, na-
piste jeji obecnou rovnici. Vypoditejte soufadnice prise¢iki roviny s osami
soufadnic a rovinu ve zvolené soustavé soufadnic znazornéte.

a) A[1;1;1], B[5;1;-3], C[2;0;2]

b) A[1;-3;-1], B[2;2;0], C[—4;5;5]

c) A[1;2;-3], B[0;1;2], C[2;3;—8§]

d) A0;0;0], B[1;2; 2], C[-3;—6; 5]
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20 Dokazte, Ze piimka p a bod A uréuji rovinu. NapiSte jeji obecnou rovnici:
a) p={[8—t—-2+t4+2t],t € R}, A[0;-1;5]
b) p = {[2;4;K], k € R}, A[0;3;0]
¢) p={[1+¢2-2t0], t € R}, A[1;0;3]

21 Dokazte, Ze p¥imky p, g uréuji rovinu. Napiste jeji obecnou rovnici:
p={[%;2+¢0],teR}, ¢={[31+k;2], k€R}
V soustavé soufadnic znizornéte piimky p, ¢ i rovinu, kterou urcuji.

22 DokaZte, Ze pfimky p, ¢ urduji rovinu. Napiste jeji obecnou rovnici:
p={1-t;2+¢t;3+2t],teR}, g={[k;1—-k;1-2k], k€ R}

23 Dokaite, Ze p¥imky p, g uréuji rovinu. Napiste jeji obecnou rovnici:
p={[2t;4—t],t€R}, ¢={[1+k2+k;k], k€ R}

24 Je déna rovina g = {[1 — 2k — 2s;2 + 3k — 2s;1 — k +4s], k, s € R}. Napiste
jeji obecnou rovnici.

25 Piimka p = {[2 +2t; —1 —t;5], t € R} je kolma k roviné . Bod M(2;0; —3]
leZi v roviné p. NapiSte obecnou rovnici roviny p.

26 Napiste obecnou rovnici roviny o, vite-li, Ze v roviné lezi body A[3;4;5],
B[—2;1;0] a osa y je rovnobézna s rovinou o.

27 Napiste obecnou rovnici roviny %, vite-li, Ze rovina 9 prochézi pocatkem

soustavy soufadnic, bodem A[1;2;3] a rovina 1 je kolma k soufadnicové
roviné dané osami z a y.

28 Napiste obecnou rovnici roviny 7, kterd prochdzi bodem T'(4; 3;2] rovno-
bé&Zné se souradnicovou rovinou uréenou osami y a z.

29 Napiste obecnou rovnici roviny g, ve které lezi body A[2;3;0], B[-1;2;2]
a rovina g je kolmé k roviné o: 3z — 2y + 2+ 6 =0.

30 Kolmicemi sestrojenymi z bodu A[—2;1; 8] na roviny g: 3z +y—22—4=0
ao:z+2y—z+5 =0 prolozte rovinu 7. Urlete jeji obecnou rovnici.

31 Napiste obecné rovnice nakreslenych rovin.
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15.4 Vzdjemna polt;hu pFimky a roviny

32 Vysetiete vzdjemnou polohu pfimky p a roviny .

a) p={2+¢t;3+2t;1—-t],teR}, 00z —2y+2-5=0
b) p={[1 —2k;5—k;—3+5k], k€R}, 0: 3z —y+2—-11=0
c) p={[2s;4+s;-1],s€R}, 0oz -2y—-32+5=0

33 Vysetfete vzajemnou polohu piimky AB, A[—2;0; —1], B[2;1;4] a roviny o,
ktera je dana body K[0;0; 3], L[—2; —1;1], M[0;1;4]. ‘

34 Vysetiete vzdjemnou polohu pfimky ¢ a roviny o.
g={2+t;3t;1—¢t,t€R}, 0 ={[1+5+2r;3s+3r;1-5-3r],s,7 € R}.

35 Dokaite, Ze piimka p = {[2 + k; —2k; 3], k € R} je rovnob&Zn4 se soufadni-
covou rovinou uréenou osami z a y. Nakreslete obrazek.

36 Urcete hodnoty parametrti a, b € R tak, aby piimka
p={la—t;1+bt;2—2t], t € R} byla s rovinou g: z+2y—2z—10=0
a) riznobézni,
b) lezela v roviné p,
c) rovnobé&Zna a nelezela v roviné .

15.5 Vzdjemna poloha dvou rovin

37 Vysetiete vzajemnou polohu rovin g a o. Ve viech piipadech téz znazor-
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néte roviny g, o v soustavé soufadnic. Jsou-li roviny rtiznobé&zné, napiste
parametrické rovnice jejich priseénice a priise¢nici zakreslete v obrazku.

a) 0:2z+4y+2—-8=0 d) o:224+y—32+6=0
c:2y+2z—-6=0 o:4x+2y—62+12=0

b) p:x+y—2-2=0 e) p:2x+y—22+6=0
0:2c—y+2—4=0 oc:d4r+2y—42+6=0

c) p:z+y—4=0 f) p:2—-4=0
oc:y+2z—-6=0 o:y—2=0

Vysetfete vzadjemnou polohu rovin g a o:
o={B+t—k;5+1¢t;—t+2k], t,k €R}
o={[3+s—4p;6+2s—3p;1+5p], s,p € R}
Urdete hodnoty parametri a, b € R tak, aby roviny
0:x+by+2—-7=0,0:ar+4y—2z+3=0Dbyly
b) riznobézné,

a) rovnobézné, c¢) navzajem kolmé.

15.6 Vzajemna poloha t¥i rovin

VyS$etfete vzdjemnou polohu t¥ rovin.

a) ;m:2c—y+2—-5=0 c) o3:c—y+2z—1=0
01:c+y+32—-6=0 03:2+2y—2+2=0
T1:3x+2y—42+7=0 73:—-2y+32—2=0

b) g2:2+y+2-3=0 d) ga:z+y—2-1=0
02:3¢ —2y+2—-8=0 os:c+y+2z+2=0
T4 —y+22+1=0 T4: 20 +2y—22+1=0

15.7 Odchylka dvou pFimek

Vypocitejte odchylku pfimek p, g.

a) p={[2+1¢;¢t7—2t],t € R} c) p={[2+1t;2¢t;-3t], t € R}
g={[4—-k;5-3+k], k€R} qg={[l—-k;2—2k;3+3k], k€ R}

b) p={[2-2t;1+¢;4-3t,t€ R} d) p={[2;3;t], t € R}
g={1+k1-k4—kl, keR}t  q={[k0;—k], k€R}

Body A[2; —2; 1], B[0; 2; 1], C[9; —6; 6] uréuji trojihelnik ABC. Vypocitejte:

a) thel @ v AABC b) odchylku pfimek AC, AB

Je déna pfimka p = {[1 + 3t;2 — t;4t], t € R}. Vypocitejte s pfesnosti na

minuty

a) odchylku o pfimky p a osy z,

b) odchylku 3 ptimky p a osy v,

c) odchylku v p¥imky p a osy z.

d) Dokazte, Ze plati: cos? a + cos? 3 + cos?y = 1.

Je dén bod A[2; —1;0] a pfimka p = {[3+t;1 —¢t; —3], t € R}. Na piimce p

uréete bod M tak, aby odchylka pfimek AM a p byla a) 90°, b) 60°.

Vypoéitejte odchylku priiseénice rovin g: 2z+y—2+3 =0ao: z+y—-5=0

od osy z.
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Uréete hodnoty parametrt a, b € R tak, aby pfimky p, g byly riiznob&zné
a navzijem kolmé.

p={[1+4t2+at;b+1t],t € R}, ¢ ={[92+2k;2 k], k €R}.

Uréete parametrické rovnice pfimky p, vite-li, Ze plati: piimka p prochézi
stfedem tusetky AB, A[—1;4;5], B[2; —2; —1], pfimka p je kolm4 na tsetku
AB a zéaroveh je kolm4 na p¥imku KL, kde K[1;0;0], L[0;1;0].

15.8 Odchylka pFfimky od roviny

Vypotitejte odchylku piimky p od roviny p.

a) pmp={4-2t;1-2t;t],t€R} ) p={[1+42-t9~-t],teR}
or:zx+4y+2-1=0 03:2x —y+32—5=0

b) p2 = {[t;5;2 +1], t € R} d) ps = {[t;%;0], t € R}
02:c+2—7=0 0s:c—y=0

Vypocitejte odchylku osy z od roviny g: 2z — 2y + 2z + 11 = 0. Vysledek

uvedte s pfesnosti na minuty.

Vypotitejte odchylku pfimky p = {[2 + 2t;—1 — 3t;3 + V3], t € R} od

soutadnicové roviny uréené osami y a z.

Je dana pfimka p = {[1+¢;2+at; —1—t], t € R} arovina g: z+y—2+8 = 0.

Uréete hodnotu parametru a € R tak, aby platilo:

a) plo c) odchylka pfimky p od roviny g je 30° b) p|le

15.9 Odchylka dvou rovin

Vypoditejte odchylku danych dvou rovin g, o.

a) ;p:2c+y—2+4=0 c) og3:z—y+2=0
01:2c+4y+2z—-5=0 03:2x —2y+22—4=0

b) 02:2x+3y—4z+1=0 d) og4:2—y+9=0
o9:4x—4y—2—-7=0 04:y—11=0

Vypoditejte odchylku roviny g: 2z + 2y — z — 8 = 0 od soufadnicové roviny
urené osami x a y. Vysledek uvedte s piesnosti na minuty.

Uréete viechny hodnoty parametru a € R tak, aby roviny ¢: az —y+2z—
—5=0ac:z+y—22+1=0byly

a) navzajem kolmé, b) navzdjem rovnobézné.

15.10 Vzdalenost dvou bodi v prostoru

Dokazte, e dané tfi body A[2;3;—1), B[4;1;0], C[—2;—1;3] jsou vrcholy
trojihelniku a vypoéitejte jeho obvod.

Jsou dany body A[1;2;3], B[—3;0;—2]. Na ose z urlete bod X tak, aby
platilo |AX| = |BX]|.

Je dan bod A[—1;4;—2]. Na ose y urete bod Y tak, aby platilo |AY| = 3.
Na ose z uréete bod C tak, aby trojihelnik ABC byl rovnoramenny se
zékladnou AB, A[3; —2;4], B[0;-1;-2].

Na piimce AB, A[l;4;—3], B[0;2;—1] najdéte bod M tak, aby platilo
|AM| = 1.
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15.11 Vzddlenost bodu od pFimky v prostoru

Vypotitejte vzdalenost bodu A od piimky p.

a) A[0;2;3], p={[3+1¢;5+2t;—t],t € R}

b) A[4;-6;1],p={[3+¢t;1+¢t—-1],t€R}

c) A[4;53],p={[2+t;7T-t;1+¢],t €R}

d) A[0;0;5], p = {[2;0;%], t € R}

V trojuhelniku ABC vypoditejte vysku v,, znate-li A[1;2;3], B[3;6;2],
C[-1;10; -2].

Je dana piimka p = {[2 + k;1 — k; 1 — k], k € R}. Na ose = urlete bod X
tak, aby jeho vzdélenost od piimky p byla 2.

Na piimce q = {[4 + k;2;2 + k], k € R} urlete bod M tak, aby vzdélenost
bodu M od piimky p = {[3 — 2t;¢;1], t € R} byla 4.

Vypoditejte vzdalenost rovnobéznych piimek p = {[1 —¢; 1+ 2¢; —t], t € R}
aq={[2+k;1—-2k;2+k], k €R}.

V rovind g: z +y — z+ 1 = 0 urCete bod M tak, aby jeho vzdéalenost
od pfimky p = {[2 + ¢;3;t], t € R} byla 6 a soucasné vzdalenost bodu M
od soufadnicové roviny dané osami z, y byla 4.

15.12 Vzddlenost bodu od roviny

Vypotitejte vzdalenost bodu A[4;2; —3] od roviny p: 2z — 2y + 2+ 5=0.

Jsou dény body A[—1;4;5], B[2; —2; —1], C[0; —1; —3]. Na ose z urcete bod
Z tak, aby jeho vzdalenost od roviny urcené body A, B, C byla 5.

Vypocitejte vzdalenost pofatku soustavy soutfadnic od roviny urcené piim-
kami p = {[t;2t;4 —t], t € R}, ¢ = {[1 — k;1 — 2k;3 + k], k € R}.

Vypocitejte vzdalenost rovnobé&znych rovin g: 2z +y — 22 —3 = 0, o:
2c+y—22-1=0.

Na pfimce p = {[k;3 + k;2 + 4k], k € R} urCete bod M tak, aby jeho
vzdélenost od roviny 7: 2z +y — z + 12 = 0 byla 2V/6.

Na piimce p = {[2 + 4¢;1 — t;3 + 2t], t € R} urlete bod M tak, aby jeho
vzdélenost od soufadnicové roviny uréené osami z a y byla 7.

Urcete zps € R tak, aby vzdalenost bodu M[4; 3; zp] od roviny dané piim-
kami p = {[-1+1¢;2;2 — ], t € R}, ¢ = {[2;3 + k; k], k € R} byla 5V/3.

15.13 Vzddalenost mimobézek

Vypodéitejte vzdalenost mimobéZek:

a) p={2+2;1-t;2+t),teR}
q1 = {[1-k;3+k;6), k € R}

b) p2 ={[2;3;5+1], t € R}
g2 ={[0;1+k;4—k], k € R}

Nakreslete obrdzek pro tlohu b), tj. v soustavé soufadnic narysujte mi-
mobézky ps, g2 a potom vyznadte jejich vzdélenost.
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15.14 Soumérnosti v prostoru

Uréete souradnice bodu A’, ktery je obrazem bodu A[5; 3; —4] ve stfedové
soumérnosti dané stiedem soumé&rnosti S[—6;4;1].

Uréete soufadnice bodu A’, ktery je obrazem bodu A[2; —3;6] v osové sou-
mérnosti dané osou o = {[2 — t;3 + ¢;2t], t € R}.

Uréete soufadnice bodu C’, ktery je obrazem bodu C[—3;0;2] v osové sou-
mérnosti dané pfimkou AB, kde A[0; —2;4], B[-5; 3; —6].

Uréete soufadnice bodu M’, ktery je s bodem M[1;0;2] soumérny podle
roviny g: x — 2y — 2+ 13 =0.

Je dana piimka p = {[2 — 2k;1 — k; 3 + 2k], k € R}. UrCete parametrické
rovnice piimky p', kterd je s pfimkou p stfedové soumérna

a) podle pocatku, b) podle st¥edu S[4; —1; 3].

Je dana ptimka p = {[—k; 1+2k; 4+k], k € R}. Uréete parametrické rovnice
piimky p’, kter4 je s pfimkou p soumérn

a) podle roviny p: 2z +y + 3z — 10 =0,

b) podle soutadnicové roviny dané‘osami z a y,

c) podle roviny o: x — 5 =0.

Urlete obecnou rovnici roviny g, kterd je s rovinou g: 22 —y +2 = 0
soumérnd podle roviny o: z + y — 4 = 0. Potom urcete obecnou rovnici
druhé roviny, kterd tvoi{ té% rovinu soumérnosti rovin g a o'.

Svételny paprsek, ktery vychazi z bodu A[1; —2; 3], se odrdzi od dané roviny
0:z+y—z+1=0do bodu B[3;4;11]. Uréete soufadnice bodu odrazu.

15.15 Dalsi dlohy

Dokaite, ze body A[3;0;3], B[4;2;1], C[2;1;—1], D[1;-1;1] jsou vrcholy
Ctverce.

Dokaite, Ze body K[5;1; —2], L[2;4; —2], M[2;1;1], N[2;—2; —2] nemohou
byt vrcholy ¢tverce.

Dokazte, ze body A[2; —1;4], B[-2;1; 2], C[0;2;0], D[2;1;3] jsou vrcholy
lichobézniku.

Dokazte, ze body K[1;0;3], L[—1;2;2], M[2;—1;—1] jsou vrcholy pravo-
hlého trojuhelniku. Vypotitejte soutadnice bodu X tak, aby body KLX M
byly vrcholy obdélniku.

Jsou dény body A[-1;4;5], B[2; —2;-1], C[0; —1; 3], D[2;0;m]. Urcete
hodnotu parametru m € R tak, aby body A4, B, C, D byly vrcholy ¢tyi-
thelniku. :

15.16 Ulohy na télesech

V nésledujicich tloh4ch nejprve situaci narysujte ve volném rovnob&zném
promitani, potom zvolte vhodn& soustavu soufadnic a tGlohy feste pomoci
analytické geometrie. Odpovéd k tloze viak napiste tak, aby nezdvisela na
vasi volbé soustavy souradnic.
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87 Krychle ABCDEFGH m3 hranu a = 4. Bod K je stied tsetky EG, bod

L lezi na hran& GH, |GL| =1, bod M lezi na hrané BC, |BM| = 1.

a) Sestrojte Fez krychle rovinou KLM.

b) Vypoéitejte délky tsetek AX;, BX;, CX3, kde X;, X2, X3 jsou body,
ve kterych rovina K LM postupné protina pfimky AE, AB, CG.

88 Pravidelny &tyfboky jehlan ABCDV mé rozméry |[AB| = 4, [VVi| = 6,
kde Vi je stied podstavy ABCD. Zvolte body K, L, M tak, aby platilo:
K € AB a |BK| = 3|AK|, L € BC a |CL| = 3|BL|, M je stted DV
a) Sestrojte fez jehlanu rovinou KLM.

b) Vypoéitejte délky tsedek AX;, BX,, CX3, kde X;, X, X3 jsou body,
ve kterych rovina K LM protina ptimky AV, BV, CV.

89 Krychle ABCDEFGH mé hranu a = 4. Zvolte body P, Q tak, aby platilo:
bod A leZi v jedné tieting usecky DP od P, bod G je stfedem tsecky CQ.
a) Sestrojte body Py, P, ve kterych pfimka PQ protind povrch krychle.
b) Vypoditejte délku tGseCky P; P, kteréd je prinikem pfimky PQ s danou

krychli.

90 Pravidelny étyiboky jehlan ABCDV mé vysku v = 6, délku hrany |AB| =
= 4. Oznatte S stfed hrany AV, T t&zisté trojuhelniku BCV. Vypocitejte
délku usecky ST.

91 Krychle ABCDEFGH m4 hranu a = 4. Stfed hrany AE oznadte K, stied
hrany AB oznaéte L. Bod M je vnitini bod hrany FG a plati |[FM| =
= 3|GM|.

a) VySetfete vzajemnou polohu pfimky AG a roviny KLM.
b) Vypoditejte v jakém poméru déli rovina K LM tGsecku FD.

92 Krychle ABCDEFGH mé4 hranu a = 4. S; je stfted EH, S; je stied FG,
bod M lezi na hrané DH tak, ze |HM| = 3|DM|. Na pfimce 5,5, urcete
bod X tak, aby pfimky CX a FM byly riznobézné.

93 Krychle ABCDEFGH méa hranu a = 4. Vypolitejte vzdélenost stiedu
hrany FG od pfimky DS, kde bod S je stfed hrany AE.

94 Pravidelny &tyrboky jehlan ABCDV méa vysku v = 6, hranu |AB| = 4.
Oznalte M stfed hrany VC. Vypoditejte vzdélenost bodu M od piimky
AB.

95 Krychle ABCDEFGH mé hranu a = 4. Bod S je stfed hrany AE. Vypo-
Citejte vzdalenost bodu E od roviny FHS.

96 Krychle ABCDEFGH m4 hranu a. Bod K je stfed hrany EH, bod L je
stfed hrany BC.
a) Vypoditejte odchylku pfimek BK a AG.
b) Vypotitejte odchylku pfimky BK od roviny ALG.
c) Vypocitejte odchylku rovin BCK a ALH.

97 Pravidelny &ty¥boky jehlan ABCDV m4 vysku v = 6, délku hrany |AB| =
= 4. Oznadte postupné K, L, M stfedy hran AB, AD, CV. Vypocitejte

a) vzdélenost bodu V od roviny KLM,
b) odchylku piimek KM a CV,
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c) odchylku pfimky AV od roviny KLM,
d) odchylku rovin KLM a ABC.
98 Pravidelny ¢étyfstén ABCD mé délku hrany |AB| = 4. Vypoditejte
a) odchylku pfimek AB a CD,
b) odchylku pfimek SppScp a SeeSap,
c) odchylku rovin ABC a ACD.

99 Krychle ABCDEFGH ma hranu a = 4. Vypocditejte vzdilenost mimobézek
BH a DG.

100 Pravidelny &tyfboky jehlan ABC DV mé vysku v = 6, délku hrany |AB| =
= 4. Vypotitejte vzdilenost mimobézek RS a AD, kde R je stfed hrany
AB a S je stied hrany CV.
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16 Kuzelosecky
16.1 Kruznice
1 Nadrtnéte kruZnici (urdete soufadnice stfedu a polomér), jestlize znate jeji
rovnici:
a) 22 +y°>=9 b) (z—1)2+y*=16 c) (z+2)?%+(y-3)?=2
2 Napiste rovnici kruZnice, kterd ma stfed v pocitku soustavy souradnic
a prochazi bodem A[1;1].
3 Napiste rovnici kruznice, kterd ma stfed S[2; 1] a prochazi bodem K[6; —2].
Potom vypoditejte soufadnice bodd, ve kterych kruznice protind osy x a y.
4 Napiste rovnici kruznice, vite-li, Ze tsetka AB, A[—1;5], B[3;7] je jeji pru-
mér.
5 NapiSte rovnici kruznice, kterd prochdzi body K([3;2], L[1; —4] a m4 stied:
a) na ose T c) na pfimce y =z e) na piimcez —y+9=0
b) na ose y d) na pfimce y = —z f) na piimce z +3y+1=0
6 Napiste rovnici kruznice, kterd prochéazi body R[-3;2], S[—1;4], T[3;0].
7 NapiSte rovnici kruznice opsané trojihelniku ABC. Vypocitejte souradnice
stfedu a polomér.
a) A[-5;0], B[2;-1], C[1;2] b) A[0;0], B[4;0], C[4;8]
8 Napiste rovnici kruznice, kter4 m4 stfed v bod& S[—5; 4] a dotyka se pfimky
p:3r—4y+6=0.
9 Napiste rovnici kruznice, kter4d se dotyk4 osy y v bodé Y[0;—4] a osu x
protind v bodé X([6;0].
10 NapiSte rovnici kruznice, kterd se osy z dotykd v bodé T'[3;0] a prochdzi
bodem M][0;1].
11 Napiste rovnici kruznice, kterd se dotyka pfimky p: 3z + 4y — 15 = 0, jeji
stfed lezi na p¥imce ¢: x + 2y + 6 = 0 a polomér je 5.
12 Napiste rovnici kruznice, ktera se dotyka pfimky p: 2z —y — 4 = 0 v bodé
P[3;2] a m4 polomér r = 2/5.
13 Napiste rovnici kruZznice, kterd mé stfed S[—5;4] a na piimce p: y = 2z +4
vytind tétivu délky 8.
14 NapiSte rovnici kruZnice, kterd prochdzi body E[3;2], F[1;4] a dotyka se
oSy .
15 NapiSte rovnici kruznice, kter4 se dotyka osy z i osy y. Stfed kruZnice lezi
na piimce p: ¢ + 3y —4 = 0.
16 NapiSte rovnici kruznice, kterd se dotykd osy z i osy y. Jeji stied lezi
na pfimce ¢: x —y + 3 = 0.
17 Napiste rovnici kruznice, kterd se dotyka osy z i osy y a prochdzi bodem
M(3; —6].
18 Napiste rovnici kruZnice, kterd se dotykd piimek p;: y = 2, pory = 0
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a prochézi bodem M[-3;1 — ¥3].

19

21

22

23

24

25

26

27

28

30

31

32

33

34

R it ) £ - §

Napiste rovnici kruznice, kterd se dotykd pfimek py;: ¢ = =2, po: y = 1
a prochazi bodem M][1; —5].

Napiste rovnici kruznice, ktera se dotyka piimek p;: 3z —4y +1 = 0,

p2: 3z — 4y + 5 = 0. Jeji stied lezi na piimce ¢: 3z + 2y = 0.

Napiste rovnici kruznice, kterd prochazi bodem M[1;1] a dotyk4 se danych
pfimek py;: z+y—-6=0,p: z+y+2=0.

Napiste rovnici kruZnice, ktera prochazi bodem M |2;1] a dotyka se danych
pfimek py;: z —y—3=0,p2: Tz +y+3 =0.

Napiste rovnici kruznice vepsané trojiuhelniku KLM, je-li K[2;1], L[6;4],
Mi[6;1].

Napiste rovnici kruZnice, ktera se dotyk4 kruznice k: (z + 2)? + y? = 8,
piimky p: z — y + 8 = 0. Jeji stied lezi na kolmici vedené stiedem kruZnice
k na pfimku p.

Napiste rovnici kruZnice, ktera je obrazem kruZnice k: (z—2)?+(y+1)% = 9,
a) ve stiedové soumérnosti dané stfedem S[0; 5],

b) v osové soumérnosti dané osou o0: —2z +y — 5 =0,

c) ve stejnolehlosti se stiedem S[—2;3] a koeficientem » = —1,
d) v otoceni se stfedem O[1; 3] a tthlem otoceni ar = 90°.

16.2 Elipsa

Nadrtnéte elipsu (uréete délky poloos a, b, excentricitu e, soufadnice stfedu
S, soutadnice ohnisek Fj, F3):

a) 422 4+9y> =36  b) 25z% +y? =100 c) (z—1)2+2y+3)?2=1

Napiste rovnici elipsy, kterd m4 ohniska v bodech Fy[—3;2], F5[3;2] a hlavni
poloosu 5.

Napiste rovnici elipsy, kterd m4 ohniska v bodech Fi[1; 8], F3[1;0] a vedlejsi
poloosu 3.

Napiste rovnici elipsy, kterd méa ohniska Fj[3;1], F>[5;1] a hlavni vrchol
A[7;1].

Napiste rovnici elipsy, kterd ma ohniska F; [—2; —2], F2[—2; 6] a hlavni vrchol
A[-2;7].

Napiste rovnici elipsy, znate-li jedno ohnisko Fi[3; —2] a vedlejsi vrcholy
C[6;2], D[6;—6].

Napiste rovnici elipsy, znate-li hlavni vrcholy A[—4; —1], B[3; —1] a vedlejsi

vrchol C[—-1; 3]

Napiste rovnici elipsy, kterd ma osy rovnob&Zné s osami soutadnic, dotyka
se osy z i osy y a jeji stfed je v bodé a) S[4;—2], b) S[-1;3].
Napiste rovnici elipsy, ktera se dotyk4 osy = v bodé X[—4;0] a osy y v bodé
Y'[0; -3].

\;S‘/Napiéte rovnici elipsy, kterd ma hlavni osu totoznou s osou x, jeji stied je

v potatku soustavy soufadnic, hlavni poloosa mé délku 4 a elipsa prochézi
bodem M[-2v/3;1].
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NapiSte rovnici elipsy, ktera ma hlavni osu totoznou s osou y, stfed ma v po-
&atku soustavy soufadnic, hlavni poloosa m4 délku 4v/2 a elipsa prochézi
bodem M[—2v/2;4].

NapiSte rovnici elipsy, kterd ma osy shodné s osami soustavy souradnic
a prochazi body M[—6;/7], N[3v/2;4].

Napiste rovnici elipsy, kterd ma osy rovnobézné s osami soustavy soufadnic,

_stied S[—3;1] a prochazi body K[9;9], L[13; —5].

NapiSte rovnici elipsy, kterd ma osy rovnobézné s osami soustavy soutadnic,
stfed S[—2;3], dotyka se osy z a osu y protind v bodé Y[0; 2].

Napiste rovnici elipsy, kterd mé hlavni osu rovnobéznou s osou z, stfed
S(2; 1], hlavni poloosa je dvakrét delSi nez vedlejsi poloosa a elipsa prochazi
poc¢atkem soustavy souradnic.

16.3 Hyperbola

Naértnéte hyperbolu (urlete délky poloos a, b, excentricitu e, stfed S, oh-
niska Fi, F5, rovnice asymptot):

a) 422 —9y? =36 c) 4y? — 922 = 36 e) (z—1)%2—-4(y+2)?2=16
b) 922 —4y? =36 d) 22 -y? =4 f) 222 - (y-3)2=1
Napiste rovnici hyperboly, kterd ma ohniska v bodech F;[—2;0], F>[18;0]
a hlavni poloosu o délce 8.

Napiste rovnici hyperboly s ohnisky Fi[1;1], F3[1;11] a vedlejsi poloosou
o délce 4.

Napiste rovnici hyperboly, kterd m4 ohniska Fj[—2;1], F5[6;1] a hlavni vr-
chol A[4;1].

NapiSte rovnici rovnoosé hyperboly s ohnisky Fi[—6;2], F3[14;2].

NapiSte rovnici hyperboly, kterd ma vrcholy A[0; —3], B[—4; —3] a jedno
ohnisko F;[—-5; —3].

Napiste rovnici hyperboly, kterd ma osy shodné s osami soustavy souradnic
a prochézi body:

a) M[4;2V6], N[2v/3;4] M(3;5v2], N[2;5]

Napiste rovnici hyperboly, kterd m4 osy rovnobézné s osami soustavy sou-
fadnic, stfed S[2;—1] a prochazi body:

a) M([30;23], N[-6;5] b) M([3;1], N[6;2]

Napiste rovnici hyperboly, kterd prochdzi bodem M[30;24] a mé ohniska
v bodech F;[0;4v6], F2[0; —4/6].

Napiste rovnici hyperboly, vite-li, Ze jeji asymptoty a;, as maji rovnice
a1: y = 2z, ay: y = —2z a jeden vrchol je B[3;0].

Napiste rovnici hyperboly, vite-li, Ze jeji asymptoty a;, a; maji rovnice
a12: y = £2(z — 3) a jedno ohnisko je Fj[—2;0].

Napiste rovnici hyperboly, vite-li, Ze jeji asymptoty a;, as maji rovnice
a1,2: y — 1 = £3z a jedno ohnisko je F;[—20;1].
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Napiste rovnici hyperboly, kterd m4 osy rovnobé&zné s osami soustavy sou-

fadnic, jedno ohnisko je F1[0; 10] a rovnice jedné asymptoty je a;: y = 2z.

NapiSte rovnici hyperboly, kterd prochédzi po¢itkem soustavy soufadnic

a jeji asymptoty jsou pfimky aj, as:

a) a;:3z—y+9=0
a:3z+y+3=0

a) Urlete ohniska Fy, F; hyperboly z? —4y? = 16. Vypo¢itejte vzdalenosti
ohnisek od jejich asymptot.

b) Ulohu a) Feste obecne, tj. vypotitejte vzdalenosti ohnisek od asymptot
hyperboly b2z? — a?y? = a?b?.

b) a;:y=z+2
a:y=—-zx+6

Grafem nepfimé Gmérnosti y = ; Jje rovnoosa hyperbola. Nalrtnéte graf.
Vyznacte a vypocitejte poloosy a, b, excentricitu e, urete ohniska Fy, F.

16.4 Parabola

Nacrtnéte parabolu (urcete vrchol, ohnisko a rovnici fidici p¥imky):
a) y? =10z b) z? =4y c) y? = -6z d) 22=-1y
Napis$te rovnici paraboly, kterd ma vrchol v po¢atku a ohnisko:

a) F[2;0] b) F[-2;0] c) F[0;-12] d) F[0;%]
NapiSte rovnici paraboly, kterd ma vrchol v poéatku a fidici p¥imku:
a) z=-1 b) y=3 c)z=28 d) y=-11
NapiSte rovnici paraboly, kterd mé vrchol V[2; —5] a Fidici pfimku:
a) x =4 b) z =-3 c)y=5 d) y=-6
Napiste rovnici paraboly, ktera ma ohnisko F [3; —1] a Fidici p¥imku:
a) y=>5 b) y=-3 ¢) & =T d)z=1

Napiste rovnici paraboly, kterd ma vrchol v poéatku, osa paraboly je shodna
s osou y a parabola prochdzi bodem:

a) M1[4,8] b) M2[2;—6]

Napiste rovnici paraboly, kterd ma vrchol v po¢atku, osa paraboly je shodné
s osou z a parabola prochéazi bodem:

a) Ni[-4;-1]  b) N3[4;4]

NapiSte rovnici paraboly, jejiz ohnisko je F[0;—4], te¢na ve vrcholu mé
rovnici x —4 = 0.

Napiste rovnici paraboly, kterd prochdzi bodem L[4; 5], jeji osa ma rovnici
z — 2 =0 a tecna ve vrcholu m4 rovnici y — 1 = 0.

NapiSte rovnici paraboly, znate-li vrchol V[—4;—2] a vite-li, Ze prochazi
bodem K[—1;2] a zaroveh plati:

a) osa paraboly je rovnobéZna s osou z

b) osa paraboly je rovnob&zna s osou y

Napiste rovnici paraboly, kterd ma osu rovnob&znou s nékterou z os sou-
fadnic, vrchol V[1; —4], a zaroveh plati:

a) na ose z vytina Gsetku délky 8

b) na ose y vytind usecku délky 6
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Napiste rovnici paraboly, kterd prochazi body A[1;2], B[5;2], C[-1;5],
DI[7;5].

Napiste rovnici paraboly, kterd prochazi body M[-2;3], N[6;3]. Tetna
ve vrcholu mé rovnici y = 4.

Napiste rovnici paraboly, kter4 ma osu rovnobéznou s osou z, prochézi body
K[0;0], L[0; —4]. Ohnisko je F[0; —2].

Napiste rovnici paraboly, kterd prochazi body E[3;8], F[-5;0], G[-2; -2].
Jeji osa je rovnobézné s osou z.

Napiste rovnici paraboly, kterd prochdzi danymi body K[-5;3], L[1;—3],
M[-9; —13]. Jeji osa je rovnobézna s osou y.

Napiste rovnici paraboly, kterd prochézi body R[2;0], S[0;4], T'[1;1]. Jeji
osa je rovnob&zna s nékterou osou soustavy soufadnic.

16.5 Obecna rovnice kuzelosecky

Kruznice
Upravou na stiedovy tvar rovnice rozhodnéte, kterd z uvedenych rovnic je
rovnici kruZnice. V p¥ipadg, Ze se jedn4 o kruZnici, urete soufadnice stiedu
a polomeér.

a) 2 +y?—2r+4y—4=0
b) 22 +y? —4r—6y+13=0
c) 22 +y?>—122+40=0

d) z24+y>+6x—-y+9=0
e) 422 +4y> - 16y —9=0
f) 322 +3y2 =3z +y =0

Elipsa
Upravou na stiedovy tvar rovnice rozhodnéte, ktera z uvedenych rovnic je
rovnici elipsy. V piipadé, Ze se jednd o elipsu, urete soufadnice stfedu,
poloosy, excentricitu, ohniska.

?) 42 +9y* -8z —36y+4=0
DY 202 4+3y? — 122 +6y+21=0
2y 3z% +6y*+ 122 +13=0

B 422 +9y? — 162 — 18y +24 =0
e) 42 +y? -4z =0
Y 422 + 4% 4+ 8v22 — 212y +6=0

Hyperbola

Upravou na stiedovy tvar rovnice rozhodnéte, kterd z uvedenych rovnic je
rovnici hyperboly. V ptipadg, Ze se jedna o hyperbolu, uréete soufadnice
st¥edu, poloosy, excentricitu, ohniska, rovnice asymptot.

a) 422 —9y? + 18y —45=0 d) z2-42-1=0

b) 922 —4y? +8y+32=0 e) 22 — 4y’ +4z -8y =0

c) 922 —4y? -8y —40=0 f) 22 -4y’ +42 -4y +2=0

Parabola

Upravou na vrcholovy tvar rovnice rozhodnéte, kterd z uvedenych rovnic
je rovnici paraboly. V piipadé, Ze se jedna o parabolu, urcete soufadnice
vrcholu, ohnisko, rovnici Fidici piimky.

a) 22 -2x—4y+1=0 d) Y¥’+z-y=0

b) 22 +4zx +2y+2=0 e) 4y’ —z+3=0

c) ¥ -3x—-2y+7=0 f) 222 -6z —10y—3=0

f) 22492 -2y—-3=0
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‘¢) B2 +y’+4z-6y+13=0
d) 22 -2y +4z 4+ 12y —23 =0 by .j) 202 — 4y’ -6z — 12y =0

Dalsi dlohy
Nejprve provedte odhad, jakou kuZelosetku miZe dan4 rovnice vyjadfovat.
Potom tpravou na stfedovy (vrcholovy) tvar rozhodnéte, zda odhad byl
spravny. Urlete charakteristické prvky kuZzelosecky. Nadrtnéte obrazek.
a) 222 +3y* +122 -6y +9=0 ¥ g) 72% +5y> — 142 — 10y + 18 = 0
b) y2 -4z +4=0 Awi-h) 22 -9y’ -2z -8=0
2 i) ¥*4+32-4=0

1 ) 22 -y?+24+y=0

Obecna rovnice kuzelosecky s parametrem
Obecnou rovnici kuzelosecky upravte na stfedovy (vrcholovy) tvar a pro-
vedte diskusi vzhledem k parametru p € R.
a) 22 +y’+z—-p=0 d) 2244y —pr=0
b) z24+4y> -4 -8y +p=0 e) 2?2 +1y? +2px+4y+8=0
c) 22 —4y> -2z —-8y—p=0 f) 222 +y2+py =0
g) Je d4na obecné rovnice kuzelosetky z? + py? = 20.
Provedte diskusi vzhledem k parametru p € {0, 1, —1, 5, —5}.

wew

16.6 VnitFni (vnéjsi) oblast kuzelosecky
Rozhodnéte, zda body A[0; 0], B[0; 3], C[-2;0], D[2;1] lezi ve vnit¥ni nebo
ve vnéjsi oblasti dané kuzelosecky.

a) (t—3%+y2=4 ¢)r?-9>*-2=0
b) 322 +4y? =16 d) 22 —4y* +4y =0

e) y2+2z—8=0
f) (z+2)% =10y

16.7 Kuzelosecka a pfimka

VySetiete vzajemnou polohu pfimky p a kuZelosecky.

a) p:2r+y—6=0,4z2+y2 =20

b) p:3z—y—5=0,222-42-22-5=0
c)pr—y—1=0,92-22+3=0

d) p2z—-y+4=0,422—-y2—-4=0

Je déna kruZnice k se stfedem S[1;2] a polomérem r = 5. Dale jsou dany
body A[2;0], B[5;9]. VySetfete vzdjemnou polohu kruznice k a

a) pfimky AB, b) tsecky AB,
Uréete, pro které hodnoty parametru k € R m4 dan4 piimka s kuZzeloseckou
pravé jeden spole¢ny bod, dva spole¢né body, Z4dny spoleény bod.

a) prry=kr, 2?2 +4y> —6z+1=0

b) prry=kz—2,22 -y =1

) prry=kr—k, 22 +y*+2x=0

d) pr:y=kzx+2,22+4y% =16

Ur&ete, pro které hodnoty parametru ¢ € R mé4 dana piimka s kuZeloseckou
pravé jeden spoleény bod, dva spole¢né body, zadny spole¢ny bod.

a) poy=x+c, 22 +y2-2=0

c) polopfimky SA.
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b) p.:8z—4y+c=0,y —4x =0
) pe:y=c, 2 +4y* =36
d) pe:y=2z+c 162> -4y’ =1

85 Provedte diskusi vzhledem k parametru a € R o vzdjemné poloze dané
piimky ¢ = {{~1 +¢; a —t], t € R} a kruznice 2* +y> + 22 -1 =0.

86 Urlete hodnotu r € R tak, aby piimka z + 2y — 1 = 0 byla te¢nou kruZnice
2 +y2=r2

87 Urtete hodnotu p € R tak, aby piimka z + 2y — 1 = 0 byla te¢nou paraboly
y? = 2pz.

88 Urcete hodnotu m € R tak, aby pfimka z + 2y — 1 = 0 byla tecnou elipsy
z2 + 4y% = m.

89 Uréete hodnotu n € R tak, aby pfimka z+2y—1 = 0 byla te¢nou hyperboly
z2 —2y% =n.

16.8 Teéna v bodé kuzelosecky

90 Ovdite, ze bod T lezi na dané kuZeloseice. Potom napiste rovnici tecny
v bodé T dané kuZelosecky.
a) T[2;0],222 -3z +y—2=0 ¢) T[-2;2), 42 —y*—12=0
b) T[2;—4], 22 +y* -2z +4y=0 d) T[1;0], 22 +2y* +4x - 5=0

16.9 Teéna z bodu ke kuzelosecce

91 Rozhodnéte, zda z bodu M lze sestrojit te¢ny dané kuzelosecky.
a) M[-8;0],y?+3z+4y—8=0
b) M[3;4], 2> +y* +4x—2y+4=0
c) M[1;-4], 222 +y?> —4z+2y =0
d) M[0;0},z% —y®> +4z+3=0

92 Napiste rovnice teten, které lze sestrojit z bodu M k dané kuZelosecce.

(Uréete souradnice bodi dotyku Ty, T>.)
a) M[0;0], z2 +2y? -8z +4y+12=0
b) M[0;-1], (z—-2)2+y* =1
c) M[-3;0], 22 +y?>—2y=0
d) M[1;-1],y? -4z +2y+9=0
93 Urdete odchylku teden, které lze sestrojit z bodu M k dané kuzelosecce.
a) M[0;0], 22 —4y? -6z —-3=0
b) M[-3;0], 2?2 +y? -6z =0
c) M[0;-2], 2% -8y =0
d) M[1;0], 22 +y*+2x-2=0

16.10 Teéna rovnobézna s danou pfimkou

94 Napiste rovnice teden kuzeloseky, které jsou rovnobézné s piimkou p.
a)pr+y—-1=0,9y>-3z+y—-2=0
b) p: 22 —3y=0,22+9%2-5=0
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c) p:2r—y+2=0,22+y? -8z —y+5=0
d pdr—y+3=0,4z2—9y? -8z +1=0
e) pprx—y=0,922 -4y —-20=0

f) pr—2y=0,22-4y>-12=0

16.11 Teéna kolma k dané primce

Napiste rovnice tecen kuZelosecky, které jsou kolmé k dané piimce q.
a) ¢:2x—-y+6=0,22+y> -z —-2y=0

b) ¢:3z+2y=0, 22 +4y2 =4

¢) z—y=0,2%—4y? =12

d) ¢z-7=0,222+y—-4=0

16.12 Teéna danym smérem

Napiste rovnici teény kuZelosetky tak, aby odchylka te¢ny a osy z byla ¢.
a) p=45°, 22 +y* —z-y—-4=0

b) p=45°,y2+42—-8=0

c) ¢ =60°, 622 —4y? =1

d) ¢ =30°, 322 +y% =36

Napiste rovnici tedny dané kuZelosecky, vite-li, Ze smérnice tecny je k.

a) k=222 +y?-8x—y+15=0

b) k=-3,y*-2z=0

16.13 Dalsi dlohy

Urcete délku tétivy, kterou vytind

a) parabola y? = 8z na pfimce y = z — 2,

b) kruZnice z? + y? = 10 na pfimce y = z — 2,

c) elipsa 222 + y* = 8 na pfimce y = z — 2,

d) hyperbola z? — 2y? = 4 na pifimce y =z — 2.

Do paraboly y? = 4z vepiste ¢tverec ABCD tak, aby vrchol &tverce A
splyval s vrcholem paraboly, vrchol C lezel na ose paraboly a vrcholy B,
D lezely na parabole. Vypoditejte soufadnice bodd A, B, C, D a stranu
étverce.

Ur&ete rovnici paraboly s vrcholem v po¢atku a s osou v ose y tak, aby ¢tve-
rec vepsany do této paraboly podle podminek pfedchozi tlohy mél stranu
a=2 :

Do paraboly y? = 4z vepiSte rovnostranny trojuhelnik ABC tak, aby vrchol
A splyval s vrcholem paraboly a vrcholy B, C leZely na parabole. Vypodi-
tejte souradnice bodt A, B, C a stranu trojihelniku ABC.

Do elipsy 22 + 3y2 = 36 vepiste &tverec KLMN (tj. vrcholy K, L, M, N
le#i na dané elipse). Vypotitejte soufadnice vrcholil &tverce a jeho stranu.
Do elipsy z2 + 3y? = 36 vepiste rovnostranny trojihelnik KLM tak, aby
vrchol K splyval s hlavnim vrcholem elipsy a vrcholy L, M lezely na dané
elipse. Vypotitejte soufadnice vrchold trojihelniku K LM a jeho stranu.
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Do elipsy z2 + 3y? = 36 vepiste rovnostranny trojihelnik K LM tak, aby
vrchol K splyval s vedlej§im vrcholem elipsy a vrcholy L, M leZely na dané
elipse. Vypotitejte soufadnice vrcholl trojihelniku K LM a jeho stranu.
Jsou dany paraboly P;: y? = 1 —z a Py: y? = —4(z + 2). Napiste rovnice
jejich spole¢nych teCen. Nalrtnéte obrazek.

Jsou dany elipsy E;j: 422 + 5y% = 20 a Ej: 522 + 4y? = 20. NapiSte rovnice
jejich spoleénych tecen. Nalrtnéte obrazek.

Jsou dany kruznice K;: 2% + y2 = 5 a Ky: (z — 10)% + y? = 45. Napiste
rovnice jejich spoleénych tecen. Narysujte obrazek.

Jsou dany kruznice Ky: 22 +y2 — 2z +4y =0 a Ky: 22 +y*> — 60— 8 =0.
Vypoditejte prise¢iky Py, P, danych kruznic. NapiSte rovnici pfimky, kterd
prochézi body P, P;.

16.14 VysetFovani mnozin bodia dané viastnosti

Vysetifete mnozinu viech bodd X v roving, které maji od bodu A[-3;6]
dvakrat vétsi vzdalenost neZ od po¢atku soustavy souradnic.

VySetiete mnozinu viech bodtt X v roving, které maji od bodu MI0; §]
a od pifmky p: y = —1 stejnou vzdalenost.

Jsou dany body M[-1;0], N[1;0]. VySetfete mnoZinu vSech bodi X v ro-
viné, pro které plati:

a) | XM|+|XN|=6 c) | XM|-|XN|=1

b) | XM|+|XN|=1 d) | XN|-|XM|=1

Jsou dény body A, B, |AB| = 6cm. VySetfete mnozinu vSech bodi X
v roviné, pro které plati:

a) |AX|=2|BX| b) |AX| 2 2|BX| c) |AX| £ 2|BX|

Je dana pfimka p a bod M, pfiGemZ vzdéalenost bodu M od primky p je
6 cm. Vy3etfete mnozinu viech bodd X v roving, pro které plati:

|IXM| 1 XM| 9

|
|Xp| 2 9

Usecka délky 3 cm se pohybuje koncovymi body po dvou navzajem kolmych

pfimkach. VySetiete

a) kfivku, kterou opisuje pfi tomto pohybu stfed tsecky,

b) kfivku, kterou opisuje pfi tomto pohybu bod X, ktery déli danou asecku
v poméru 2 : 1.

Jsou dény body Mi[v2;Vv2], Mz[—V/2;—v/2]. VySetiete mnoZinu viech

bodti X v roving, pro které plati || X M;| — | X My|| = 2v/2.

Je déna kruZnice k(S;2cm) a p¥imka p prochézejici stfedem S. VySetiete

mnozinu viech bodd X v roving, které dostanete nésledujicim zpisobem:

zvolte libovolny bod K na kruZnici k, bodem K sestrojte kolmici m na

pfimku p a na ni bod X tak, aby platilo |Xp| = 4|Kp|. Tuto konstrukci
postupné opakujte pro viechny body K dané kruZnice.

L T pg e e A S T s

117 Je déna pfimka p a bod M, |Mp| = 6 cm. VySetfete mnoZinu stfedd vsech
kruZznic, které prochéazeji bodem M a dotykaji se pfimky p.

118 Vysetiete mnozinu stfedi vSech kruznic, které se dotykaji dané kruZnice
k(S;5cm) a prochéazeji bodem M, pro ktery plati |[SM| = 3cm.

119 VySetfete mnozinu stfedi vSech kruZnic, které se dotykaji dané kruZznice
k(S;2cm) a prochézeji bodem M, pfi¢emZ plati |[SM| = 6 cm.

120 Je déna kruZnice k(S;4cm) a jeji tena ¢t. VySetfete mnoZzinu stfedd viech
kruznic, které se dotykaji kruznice k a piimky t. Ulohu feste
a) v poloroviné uréené te¢nou t a stfedem kruZznice k,
b) v poloroviné opalné k poloroviné z tlohy a).
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17 Komplexni éisla
17.1 Algebraicky tvar komplexniho éisla
1 Vypoditejte:
a) 2+i+3(7-1i) d) 2+1)(3+1)(1+2i)
b) (i—1)(2i—3)—i e) (i+1)(i—1)+ (2i+ 1)
6 6
2+iv3) - iv6 — V2 (2iV2-3) +i- (———)
c) (V2+iv3)-iv6—v2-( ) A
2 Vypoditejte:
) 3itl o Sit2 0 3+iV3
¥ 2+i 2i-3 3-iv3
100 144i
d f) 49(2 —iv/3)~2
3 Vypocitejte:
W o, 3+ . ) i+3
2) (2+1)-i+5— d) (51—1).(2—2+i)
i i 2i+1 s il
b) 2-.+_1+.1 _‘1+1 e) 2= .
1 i+1 1— 1+ Dy
i—1 i
- i+1
A Iy
2i) - (1 +1i)2
4 Dokaste, ze plati: 3+ 2) (A +D* _,
1\/5 -2
5 DokaZte, ze dand komplexni éisla 21, z2 se sobé rovnaji:
1
a) z1=§(\/§+\/f_3)+i\/2—\/§ b) z; = sin135° —icos270°
i 7
29 = 2+\/§+%(\/6—\/§) z2=cosz7t+isin8n
co am=3i 2
6 Dokazte, Ze podil - nezdvisi na hodnoté m € R.
3+mi
7 DokaZte, Ze pro kazdé redlné &islo p je komplexni ¢islo z = 5 _l % + 5 _:_ o
ryze imaginarni.
Potom uréete p € R tak, aby platilo z = i.
< WP . 5 8 —6b—ib
8 Urdcete, pro kterd realna ¢isla b je komplexni &islo z = ——%
a) reélné, b) imaginérni, c) ryze imagindrni.
k + 2i
9 Urcete realné &islo k tak, aby redlné ¢ast komplexniho ¢isla z = k+ ,1 byla
rovna 0,25.
3 . PSP R S5+ —4i
10 Urcete z € R tak, aby imaginarni &4st komplexniho &isla z = 2 i 2
byla rovna 0,5.
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17.2 Mocniny imaginéarni jednotky i

Vypoditejte:

a) i%;i%i% %%
b) 5i1% — 3il% +12i™

c) 2i° —i!? + 5i'¢ — 3i!!
Vypocitejte:

a) 1+i+i2+i®+it

b) 1+i>+it +i® +i8+i'°
¢) 1+ +i® +i" +i° +iM

125, i505 37 78
b

d) 5 s i ih g
e) i'3°+i‘4°+i'5°+i_6°
f) i7t +517% - 14i77

d) 1+i 7t +i2+i 345

) 128 thad® 218 i 4P f10

f) 12'i4'i6'i8'ilo'i12‘i14'i16‘i18‘i20

Vypoditejte mocniny nasledujicich zévorek:

a) (LADE (-5 @+ % Q-3
b) (L0 (L—P (Ei P (-1
¢ (L4D% (-D% (@+i)* Q-3

17.3 Znazornéni komplexnich éisel v Gaussové roviné
Nakreslete obrazy komplexnich ¢éisel z; =1+ 2i, 2 =3 —i.
Potom graficky urete: a) z=21+2; b) 2 =2z — 2z

Nakreslete obrazy komplexnich éisel z; =2 —1i, 20 = =2 — 4i.
Potom graficky uréete: a) 2z; b) 3z «¢) 2 =221 + 32

Nakreslete obrazy komplexnich éisel z3 =1+ 2i, 24 =2 — 1.
Potom graficky urdete: a) z=123-24 b)z=123:24

Nakreslete obraz komplexniho ¢&isla z5 = 2 + 3i.
Potom graficky urete: a)i-zs b) —i-z5 c¢)25:i

17.4 Cisla komplexné sdruzené

Napiste &isla komplexné sdruzend k danym éislim:

21=2+i 23 =4i 25 =V3+1-Ti
BT el z4=1“;51 2% = V10 +i+iV2
Vypoditejte Cisla komplexné sdruzend k danym ¢islim:

J : 3+4i _4-2
wl—(2+1)(3—1) w2—1_2i w3z = 7
Vypoditejte:

a) 2+i+1-1i c) (1+1i)-(3+2i) e) (54 3i)?
b) 3+4i+3-Ti d) 1+i)-(3+2i) f) (5 + 3i)?
Vypocitejte:
1+i 1+i 1+1i
b -
» (2—i> ) 7= 9 33
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17.5 Absolutni hodnota komplexniho é&isla
22 Vypoditejte:

a) |6+ 2i| c) |V5+2+2i—iV3|
V3+1 V3-1
b 5= -] ) [+ o)
23 Vypocitejte:
10i 3 41 |
1
o VL _ 10
A D=3 9 [m—m o oy
" ’4_2i‘ 2 |4-3i|+i‘ ’l\/——ll (i-1)
3+i 3-2i li(i —1)] —2i
24 Vypocitejte:
1+ i) + [i2| 1+ i 7] ~1+1
ol N b) ———— ¢
a)2_|_1|—|21| )l—lx—ll )i—lx/5+2i|

25 Nakreslete v Gaussové roviné obrazy vSech komplexnich ¢isel z, pro kterd
plati:
a) |2] =3 d) [2-2/<3 g) |2l =|z—2+i
b) |[z—i|=1 e) |[z—-2—-i]>4 h) |z —1—=3i| 2 |z + 2i
c) lz—1+i|=2 f) 1<|z+43i—2/<4 i) |z+i|+]z+1—-i=4

Komplexni jednotka
26 Dokazte, ze dané ¢islo je komplexni jednotkou:
8 1 Y3 g Yo+2vE _, 2v3-V6
2 2 6 6
2
b) —§+‘/7§i e £(1+\/§—i\/§)+i£
) —\é—g—@i f) cosz +isinz, kde z € R

27 Znazornéte v Gaussové roviné obrazy viech komplexnich jednotek.

k+1i
28 Dokazte, Ze pro kazdé redlné &islo k je komplexni &islo +_ komplexni

jednotkou.

29 Urdete viechna ¢&isla x € R tak, aby dané &islo bylo komplexni jednotkou:

V5 V3 i
a):z:+1—3— d) T+II31+§
b) z + 6i e) sinz(sinz + 1) + cosz(cos z + 1)
c)x+1+i§ f) (1+i)‘g+(1—i)-—§

136

31

32

33

34

35

36
37

39

AP ONY S RSN R N R s N S

17.6 Goniometricky tvar komplexniho éisla

Pfevedte na goniometricky tvar nasledujici komplexni &isla:
z=1+i z4 = —2+2iV3 Z=-T-T
22 =3 25 = —V3+i zg = sin 30° + i cos 30°
. . 3
33=51 26=10—101 29=1+Cosz7t+isin%n

Nésledujici komplexni ¢isla prevedte na goniometricky tvar s pouZitim kal-
kulacky. Absolutni hodnotu vypocitejte s presnosti na dvé desetinnd mista,
argument vypocitejte s pfesnosti na minuty.
z1 =6+ 3i _ zg = —1,4 + 5,61
Prevedte na algebraicky tvar:

23 =9—4i

z3 = 5(cos11n +isin11x)

105
Z4 = \/E(cos Tn +isin %n)

Prevedte na algebraicky tvar s pouzitim kalkulacky. Redlnou i imaginérni
Cast vypocitejte s presnosti na dvé desetinnd mista.

7 7
z1 = 4(cos EK + isin E“)

Z9 = COS 1Tt+isinlrt
AT 2

14 14
21 = 3(cos123°55' +isin123°55') 2 = 7(cos Zr +isin —n)

11 11
Upravte a vysledek zapiSte v goniometrickém tvaru:
-1+4+2i 141 i—3 i—2
a b
) TvE ) 15 925 o
U danych komplexnich ¢&isel urcete absolutni hodnotu, argument a potom

komplexni ¢islo zndzornéte v Gaussové roviné:

4 4
z1 = 5(cos 120° + isin 120°) 29 = 2(cos 3" + isin §K)
Urlete k € R tak, aby ¢isla z; = 3 + 4i, z; = 6 + ki méla stejny argument.
Je dana komplexni jednotka z = cosz + isinz, kde z € R. Vyjadrete v go-
niometrickém tvaru komplexni &isla:

a) z b) ()71 ) (@77

Poéitani s komplexnimi €isly v goniometrickém tvaru
Vypocitejte soulin a podil komplexnich &isel 21, z;. Vysledek vyjadrete
v goniometrickém i v algebraickém tvaru.

a) 2z = 2(cos 105° +1isin 105°), z2 = 4(cos 225° + isin 225°)

b) 21 = 2(cos 3n +isin 3n), 22 = 4(cos i + isin in)

d) z-(2)7!

Je dano komplexni ¢islo z = 6 — 2i. Urcete komplexni &isla 21, 22, 23 tak,

aby platilo:

a) Komplexni é&islo z; mé stejnou absolutni hodnotu a dvojnasobny argu-
ment nez dané &islo z. ReSte vypocétem i graficky.

b) Komplexni &islo z; méa absolutni hodnotu polovi¢éni a argument o -7t
vétsi nez dané &islo z. Reste vypodtem i graficky.

¢) Komplexni &slo z3 mé poloviéni argument nez dané &islo z a je kom-
plexni jednotkou. Reste vypo&tem i graficky.
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7
Jsou dédna komplexni &isla z; = 5 + 17\/_ 22 =V3 -1

a) V algebraickém tvaru vypoditejte z; - z2, pak vysledek pievedte do go-
niometrického tvaru.

b) Komplexni ¢islo z; i éislo z; pfevedte nejprve do goniometrického tvaru,
potom vypocitejte 21 -2 a vysledek pievedte zpét do algebraického tvaru.

Pomoci poéitani s komplexnimi &isly v goniometrickém tvaru odvodte sou-

Stové vzorce:

a) sin(z +y), cos(z + y) b) sin(z — y), cos(z — y)

17.7 Umociiovani komplexnich éisel

Uzitim Moivreovy v&ty umocnéte a vysledek pfevedte do algebraického tva-
ru:

a) (cos g Tisin ﬁ)G c) (1+i) e) (—2v3-2i)"*
b) (cos % +isin 3—2)8 d) (1-iv3)° f) (5v3 - 5i)"
Urtiete n € N tak, aby platilo: (‘/7§ -3i) = ? -3

Uzitim Moivreovy véty a vzorce pro (a + b)® odvodte vzorec pro sin3z
a vzorec pro cos 3x.

17.8 Odmochovani komplexnich cisel

Vypocitejte viechny druhé komplexni odmocniny
a) z Cisla 4, b) z &isla —4.
Vypoditejte viechny &vrté komplexni odmocniny
a) z Cisla i, b) z &isla 1 —1.

Vypocditejte viechny paté komplexni odmocniny z &isla 32.
Vypocditejte soudet viech tietich komplexnich odmocnin z ¢isla —2.

Vypocitejte soudet t¥etich mocnin vech &tvrtych odmocnin z &isla 1.

17.9 Rovnice v mnoziné komplexnich éisel
Urcete redlna &isla z, y tak, aby platilo:
a) 2r+iy=4-3i c) z(y +1i) +y(z —1i) =2z + 2yi
; ; ; ; 1-i ;
b) z(1+i)+y(1-i)=4+2i d) (2+x)3——i—1=m—4y1—
Reste rovnice s neznémou z € C:
a) z=3i(z —i) — 52
b) lz.+z“.L2= e
—i i 2i -1

c) (z+i)(z'—..;’)i) =z(z —1)
01 (2 =1

z

54

57

61

62

Reste rovnice s nezndmou z € C:
a) 22+3z2=5+1i

b) (2 - %)z —13 = 2(6,5i — z)

c) 2Z—2=6—2i
d) z2(z—4)—1=8i

Reste rovnici (1 + 2i)z — 2y = 1

a) s nezndmymi z, y € R,

b) s nezndmymi z, y € C tak, aby ¢isla z, y byla ¢isla komplexné sdruzen4.
Reste rovnice s neznamou z € C:

a) |z|=1+2i+2 c) |z+1]—4i=2+3

b) |z +i|=2z+1i ) |z +2—1i] =5(z + 3i)

Vypotitejte komplexni &isla z, w tak, aby byla FeSenim soustavy:
a) 2z+w=8i b) (14+i)z—3w=-7-6i
z—w=6+1 2z+ (2+1)w =6+ 51

Rovnice v mnoziné komplexnich cisel s parametrem

Pro které hodnoty parametru a € C nemd rovnice iz + az = 2 s nezné-
mou z € C v mnoZiné komplexnich ¢isel feSeni?

Je ddna rovnice 2za+i—2z(1+2i) = 3 s neznamou z € C a parametrem a € C.
a) Pro kterd a € C nem4 rovnice feSeni?

b) Pro kterd a € C je feSenim dané rovnice ¢islo z = 2 +17

c¢) Pro kterd a € C je kofenem dané rovnice imaginarni jednotka?

17.10 Kvadraticka rovnice v mnoziné komplexnich cisel
Vysetiete, pro které hodnoty parametru ¢ € R maji dané kvadratické rov-
nice s neznamou z € C imaginarni kofeny:

a) B2+ 2tz —t+2=0 c) 22 +tz—1+t=0

b) 222+t =0 d) tz2 -~z +t=0

Reste kvadratické rovnice s neznémou z € C:

a) 2 -5z +5=0 g) 2 +z(2—-i)+3—-i=0
b) 522 -2z +1=0 h) iz? -3z +4i=0

c) 312 -2z +1=0 i) 22+ (i—-3)r+2-251=0
d) 22 -4iz—-8=0 j) (T+i)z?2-5iz—-1=0

e) 2 —6iz —12=0 k) z3—z)=3-1i

f) 22 —6iz—9=0 ) 22 — 20 = iz(2i — z)

Vztahy mezi koFeny a koeficienty kvadratické rovnice
Sestavte viechny kvadratické rovnice s komplexnimi koeficienty, jejichZ ko-
feny jsou Cisla:

a) 11 =3+1i, 20 =3-1 c) T1 =x2=1+1

b) 1 =2+iV3, 22 =3+iV3 d) z; =i, 22 =0

Sestavte vSechny kvadratické rovnice s redlnymi koeficienty, znite-li jeden
kofen hledané kvadratické rovnice:

5 .. 5
a) 1 =3 +i c) xlzcos§n+1sm§n

b) T = 5i

11 oo il
d) z; = 2<cos " +isin —6—“)
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Rovnice z2 + iz + ¢ = 0 m4 jeden kofen z; = 2 — i. Urdete druhy kofen
a koeficient ¢ € C.

Rovnice z2 + pz + 21 = 0 m4 jeden kofen z; = —3 + 2iyV/3. Vypoditejte
druhy koten a urdete koeficient p € C.

V rovnici 22 + 2(3 — 2i)z + k = 0 urfete k € C tak, aby rovnice méla
dvojnéasobny koren.

Je dana kvadraticka rovnice z2 + iz — 1 = 0. UZitim vztahd mezi kofeny
a koeficienty kvadratické rovnice vypocitejte

a) soudet prevracenych hodnot kofent,

b) soufet druhych mocnin kofend.

c¢) Vypoditejte kofeny dané rovnice a ovéite spravnost vysledki a), b).

V mnoziné C rozloZte na souéin kofenovych ¢initeld:

a) 2 +2z+2 c) 22 — 42+ 10 e) 4z2 +1
b) 2?2 -4z +5 d) 22 +z+1 f) z* - 16

17.11 Binomicka rovnice

Reste rovnice s nezndmou z € C. Vysledek zapiste nejprve v goniometrickém
tvaru, pak ve tvaru algebraickém. Kofeny zndzornéte v Gaussové roviné.
a) 3 -27=0 c) x5-1=0

b) z* +16 =0 d) 3 -64i=0

Reste rovnice s neznamou z € C. Vysledky zapiste v goniometrickém tvaru.
Kofeny znédzornéte v Gaussové roviné.

a) z3-1-i=0 ¢) (iz)!+v3-i=0

b) 26 —1+iv3=0 d) (2z)% — 16 = 16i/3

Uvedené rovnice s nezndmou z € C feSte dvéma zpisoby. Bud jako rovnice
kvadratické, nebo jako rovnice binomické.

a) 22=1+iV3 b) 224+22x+5=0

18 Kombinatorika a binomicka véta
18.1 Faktoridl éisla — n!
1 Vypocitejte:
a) 2!+ 0! b) 2-2!+ (22)! + (2!)2 c) 3+ (3!
2 Vypoditejte:
8! 8! 8! 8!
) 1 b mra ) ra 9
3 Zjednoduste:
) 2!.5!.6! b) 28!+ 29! ) 7-7+6-6!
7141 3l- 30! “ G—17 6
4 Upravte na spolecného jmenovatele:
iyl il 1 3 2 2
12! " 13! 1160 Y5 T
5 Kratte, uréete podminky pro n:
(n+1)! (n+1)! (n + 4)! (2n)!
B n! 9 (n—1)! c (n+2)! 8) (2n - 1)!
n! (n — 100)! (n—4)! (3n —2)!
b) ——— d) ——= f —_—
) (n—2)! ) (n — 99)! ) (n—2)! h) (3n — 3)!
6 Upravte, urCete podminky pro n:
1 n n?—16 n?+5 3
8] oo c) 2-
n!  (n+1)! (n+4)! (n+3) (n+2)!
: 1
b) n _ d)z-— 2n __2n+4
(n-3) (n—4)! n! (n+1)! (n+2)!
7 Upravte, urcete podminky pro n:
3 (n—l)!+ n! & (m+5)! | (n+4)! (n+3)!
3n! 4(n +1)! (n + 3)! n+2)!  (n+1)!
(n—1)! n! (n+1)! (n+1)! 9n!
b . +4. -
) Tl Tmr 1) e B e A C 2]
8 Rozhodnéte, které z Cisel A, B je vétsi.
a) A=70!+73! b) A=n!+ (n+3)!
B = 71! + 72! B=(n+1)!+(n+2)!
9 Dokaizte, ze plati:
2) 1 000! + 1 003! sl b) 1004! — 1002! <1
1001! + 1 002! 1005! — 1003!
10 a) Kolika nulami konéi ¢&islo 50! ?
b) Kolika nulami konéi &islo 100! ?
¢) Kolika nulami konéi &islo 500! ?
141

ANATTSAN

HVSd0

J

4

\

J

\



10. Aomotnatorika a otmnomaicka vera

11

12

13

14

15

16

17

142

DokaZte, ze plati:
a)VneZ,n20: (n+1)—nl=n-n!
by VneZ,n2-2 (n+2)!+n+3)!+(n+4)= (n+2)!- (n+4)2
) VneN,n24 (n-2)'+n=3)'+(n-4)!=(n-4)" (n-2)>°
d) VneN: nl-(n+1)+n-(n-1)!=(n-1)!(n?+n)=n!
) VneZ,n20 (m+1)2 )2 -[n+1)]?=0
Reste rovnice s nezndmou n € Z:
a) 5(n+1)! = (n+2)!
b) (n+2)!-nl=24(n+1)!- (n—1)!
¢) (n+1)!—16(n—1)! =n!
d) (n— 90)! +4(n — 91)! = (n — 89)!
Reste rovnice s nezndmou n € Z:
n!
2) U1
10-17n , 4
) (n+1)!  (n—-1)!"
(n+6)!  (n—4)!
) (nta) (n—5)!
d (2n +1)! (3n)!  _ (n+1)!
) (2n)! Bn-1)! " 2n!
Reste nerovnice s nezndmou n € Z:
a) 72n! < (n+2)!
b) (n+2)!-(24+6n) < (n+4)!
c) (m+ 1)+ n+2)!<(n+3)!
d) (n—2)!+5(n—4)! 2 n(n — 4)!
Reste nerovnice s neznamou n € Z:

=4n

0

=5n+ 80

+ 50

3(n+4)!

mi2) 22n < 46

n!
n!

(n—2)!
“moa 2! ey

(n+4)!

g

b) n

, v

18.2 Kombinacéni éislo, vlastnosti kombinaénich éisel

5 3 7 7 S i el

Nésledujici kombinagni ¢isla ; : ; vypocitejte tfemi zpu-
2 3 2 5

soby.

a) Vypoditejte je podle definice.

b) Vypoditejte je na kalkuladce.

c) Vysledek vyhledejte v Pascalové trojihelniku.

S - er (9o (9)- 0o ()5 ())
o [ 1= (939 ()]

18
19

20
21

22

23

24

4 0. DUIRUsIIGLUT VG G DeiOTRICRAG vela

(18 . (10 . (5 10 5
9 (5)-(5)-()=5) s+
Kolikr4t je &islo M = (11000> vet8i nez Cislo N = (gg)‘?

Které z &isel K, L je vétsi?
500 501 120 120
vx=(o) 2=()  wa-(&) 2= ()

100
Které z Cisel ( k ), kde k € {0,1,2,3,...,100} je nejvetsi?

Dokazte a rozhodnéte, pro kterd n € N plati:
2 _ofM n 2n—-1\ [2n
0 i =2(3)+ () el )=,
s _gfm o™ n § 3n—-1 _ 3n
b) n 6(3)+ (2)+(1> d) Bl o -

Vyjadrete jednim kombinatnfm &slem:
» (5)+(5) 9 (5)* ()~ (5)

0 (7)+(5) 9 (5)+ () +(5)+ (5
900 18006
Vite-li, 5e (154) = 2002, urdete: a) (194) b) (?) o) (144) d) (184>

Jednotlivé zlomky nejprve zapisSte pomoci kombina&nich éisel a pak uzitim
vlastnosti kombinaénich &isel upravte (uréete podminky pro n, k, r):

a)

b)

n! n!
ORI * (n—k+21)'!-(k—1)! |

n! n! n!
(n—r)!~r!+(n—r+1)!~(r—1)!+ m=r+2)!(r-2)!

18.3 Rovnice a nerovnice s kombinaénimi Eisly

Reste rovnice s nezndmou z € R:

2 (5 )
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:(2)=(§) v ()+(5)-0)
9 (5)+(3)=>

0 (7)+(528) =2

9 (323)-2 (329 =0

032(;15) - (313) = (Z>w

o (1) () (27)-

05(37) (1) =) (:1) (A)
o [()] ~u=2[(7)+(520] C3°)
v (,5)+ () == ()]

28 Reste nerovnice s neznamou z € R:

c) (t?) =45

(2)-()-() =
0 () (37 (7 s

f) 6(:6;3)—( +3)3<x;—2 (w—;z)'ﬁ

29 Reste rovnici a nerovnici s nezndmou z €R:
4z + 2 3z 2z + 1 5z 5z
a + s =
() + () - () =9((D) + ()]
3z -3 3r—3 3r—3
b
)( 1 )*( 2 >> 2

144
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30 Reste nerovnice a rovnice s nezndmou z € R:

o I (ISR
0 (1) ()2 ? [ -s(3)-o=0

31 Vypoditejte celd &isla z, y tak, aby byla feSenim soustavy:

v ()=2(0)

2c —3y—3=0
T+ 2 z+1
b : =5:4
)<y+2) (y+1>
rz:y=4:3

o (3):(571)=15
(521):(G22) -1
9 () (5) () =eer

18.4 Pravidlo kombinatorického soucinu

32 Jana mé pét rizné barevnych tricek a ti nestejné sukné. Kolika zplsoby si
mize vzit tricko a sukni, aby pokaZdé vypadala jinak?

33 Do taneénich piislo 32 chlapci a 34 divek. Kolik riznych taneénich pard
mohou vytvorit? Za predpokladu, Ze prvni par je zadan, kazdy péar spolu
tanéi jednu minutu a daldi vyména trva 5 sekund, vypoditejte, jak dlouho
by musel trvat tanecni veder, aby se vSichni v parech vystfidali.

34 V restauraci maji na jidelnim listku 3 druhy polévek, 7 moznosti vybéru
hlavniho jidla, 4 druhy mouéniku. K piti si lze objednat kévu, limonadu
nebo dzus. Kolika zptisoby si host miize vybrat obé&d, za pfedpokladu, Ze
bude jist
a) jen polévku a hlavni jidlo,

b) polévku, hlavni jidlo a déle si objedné napoj,
c) polévku, hlavni jidlo, mouénik a népoj.

35 Ve t¥{dé chodi 14 #4kd na néméinu a 13 na francouzstinu. Kazdy zak navsté-
vuje pravé jeden z uvedenych predmétii. Kolika zptisoby lze vybrat dvojici
na tydenni sluzbu tak, aby mél sluzbu jeden Z&k z oddéleni néméiny a jeden
73k z oddéleni francouzstiny? Kolik let by Z4ci museli chodit do 3koly, aby se
viechny tyto dvojice vystiidaly? (Potitejte, Ze Skolni rok ma 33 vyucovacich
tydni.)

36 Maminka koupila 10 rohlikt a 8 housek. Martin si vezme bud rohlik, nebo
housku. Potom si David vezme jednu housku a jeden rohlik. Kdy mé David
vice moznosti vybéru, kdyz si Martin vzal rohlik, nebo kdyZ si Martin vzal
housku?
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18.5 Variace

\3 37 Kohk riznych prirozenych &tyfcifernych &isel s riznymi ciframi lze sestavit
z cifer 1, 2, 3, 4, 57 Kolik z nich je délitelnych 57 Kolik z nich je lichych?

38 Kolik riznych prirozenych péticifernych &isel s riznymi ciframi 1ze sestavit
z cifer 0, 2, 4, 6, 7, 8, 97 Kolik z nich je délitelnych 4?7 Kolik z nich je
délitelnych 107 Kolik z nich je sudych?

39 Urdete pocet vSech pfirozenych ¢isel vétSich nez 2000, v jejichZ zapisech se
vyskytuji cifry 1, 2, 4, 6, 8, a to kazda nejvyse jednou.

40 Urdete polet vSech prirozenych ¢isel vétsich nez 300 a mensich nez 5000,
v jejichz zépisech se vyskytuji cifry 2, 3, 4, 7, 8, a to kazda nejvyse jednou.

41 Ve tiidé 1.A se vyuluje 11 riznych predméti. Kolika zpusoby lze sestavit

B rozvrh na jeden den, vyucuje-li se tento den 6 riznych pfedméti?

142 Ve tfidé je 30 mist, ale ve t¥id& 3. B je jen 28 Z4ki. Kolika zptisoby lze
sestavit zasedaci poradek? (Ve tfidé jsou tii oddéleni po 5 lavicich. Jedna
lavice je pro dvojici zakd.)

43 Na bézecké trati bézi 8 zdvodnikl. Za predpokladu, Ze kaZdou z medaili
ziskd prévé jeden zavodnik, vypocitejte, kolik je moznosti na rozdéleni zlaté,
stfibrné a bronzové medaile mezi zdvodniky.

Z kolika prvki lze vytvofit 992 variaci druhé t¥idy bez opakovani?

44
45 Zvétsi-li se pocet prvki o 5, zvEtsi se polet variaci druhé t¥idy bez opakovani
vytvorenych z téchto prvki o 1170. Uréete ptivodni podet prvkid.

MS Zmens3i-li se pofet prvki o 27, zmen3i se podet variaci druhé t¥idy bez opa-
kovéani vytvorenych z t&chto prvki desetkrat. Uréete piivodni podet prvkii.

18.6 Permutace

"‘47 Kolika zptisoby lze postavit 20 Zakt do fady pfi nastupu na télocvik?
ey ' Kolika zptisoby lze postavit do fady vedle sebe na poli¢ku 15 riiznych knih?

=

49 Kolika zpiisoby Ize postavit do Fady na politku 10 réiznych knih &eskych
a 5 rlznych knih anglickych tak, Ze nejprve budou knihy &eské a vedle nich
knihy anglické.

50 ' Kolika zptsoby lze rozmichat hru 32 karet?

'51 Kolik riznych deviticifernych &isel s rliznymi ciframi lze sestavit z cifer 1
T az 9?

18.7 Kombinace

AL
52 Kolik piimek uréuje deset riiznjch bodt v roving, z nichz
" a) Zadné tii nele#i v piimce,
dac b) pravé Sest lezi v pfimce?
' 53| Kolik kruznic uréuje deset riiznych bodd v roving, z nich
‘a) Z&dné t¥i nelezi v piimce,
b) pravé Sest lezi v piimce?

146

o

\54 V prostoru je dano 15 riznych bodi. Kolik rovin tyto body uréuji, jestlize
a) Z4dné &tyfi nelezi v jedné roving,
pb) pravé 8 lezi v jedné roviné?
| 55 \Je dan &tverec K LM N. Na kazdé strané ¢tverce zvolime 8 vnit¥nich bodd.
a) Urdete pocet vech trojthelniki, jejichZ vrcholy lezi v danych bodech.
b) Urtete pocet vSech trojahelnikd, jejichz vrcholy lezi v danych bodech
a kazdé dva vrcholy jednoho trojihelniku lezi na riiznych stranich ¢tver-
ce.
56 Je d4na krychle ABCDEFGH. Na kazdé hrané zvolime 8 vnitfnich bodd.
- 'a) Urlete potet viech trojihelnikd, jejichz vrcholy lezi v danych bodech.
b) Uréete pocet vSech trojahelnikd, jejichz vrcholy lezi v danych bodech
a navic trojihelniky lezi na povrchu krychle.

’.-’/‘ e
, 57\ I‘ Urcete pocet viech Ghlopiidek v konvexnim n-thelniku.
L8 Ve tiidé je 30 zakid. Kolika zpiisoby lze vybrat ¢tverici zakl na zkouSeni?
l59 Na bésecké trati b&zi 8 zavodnikd. Do findle postupuji prvni tii. Kolik je
moznosti na postupujici trojici?
'60 ‘Kohka zpisoby lze rozdélit 12 hract na dvé Sesticlenna druzstva?

61 Kohka zptisoby lze 4 divky a 8 chlapci rozdélit na dvé Sesticlenna volejba-
—lové druzstva tak, aby v kazdém druZstvu byla dvé dévéata a 4 chlapci?

§62 Test piijimaci zkousky se sklada z 10 otézek z chemie, z 10 otézek z biologie
a2z 10 otézek z fyziky. V kazdém piedmétu je vybirdno ze 200 navrzenych
otézek. Kolik je moznosti sestavit test? (Na pofadi otdzek nezélezi. )

‘63 Kolika zpiisoby lze ze skupiny 10 dév&at a 5 chlapci vybrat trojici, ve které
jsou dvé& dévcata a jeden chlapec?

64 Ve skupiné je 20 déti, kazdé dvé déti maji jiné jméno. Je mezi nimi i Alena
'a Jana. Kolika zptsoby lze vybrat 8 déti tak, aby mezi vybranymi

d) byla alespon jedna z divek Alena, Jana,

e) byla nejvyse jedna z divek Alena, Jana,
f) nebyla ani Alena, ani Jana?

a) byla Alena,
b) nebyla Alena,
c) byla Alena a Jana,

65 V krabici je 10 vyrobki, z nichZ jsou pravé tii vadné. Kolika zptisoby lze

" vybrat 5 vyrobki tak, aby

a) zadny nebyl vadny,

b) pravé jeden byl vadny,
c) nejvyse jeden byl vadny,

~—

66 Kolika zpiisoby lze 20 déti rozdélit do t¥i skupin tak, aby v prvni skupiné
/_\‘bylo 10 d&ti, ve druhé skuping bylo 6 déti a ve tieti zbytek?

67 Z kolika prvki lze vytvofit 990 kombinaci druhé t¥idy bez opakovéani?

d) pravé dva byly vadné,
e) nejvyse dva byly vadné,
f) alespoii dva byly vadné?

‘68 Zvétsi-li se podet prvki o 4, zvétsi se poclet kombinaci druhé t¥idy bez
opakovam vytvofenych z t&chto prvkd o 30. Urcete piivodni pocet prvkd.

69 Zvétsi-li se poet prvki o 15, zvétsi se pocet kombinaci druhé t¥idy bez
— opakovani vytvofenych z t&chto prvki tfikrat. Urdete ptivodni pocet prvkd.
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18.8 Variace, kombinace — rovnice

70 Reste rovnice s nezndmou « € N:
a) V(2,2) = 56
b) V(z,10) = 30240
V(7,z) +V(5,z)
) V(5,z) =19 2

d) 18K (4,z +1) = 5K(5,z + 3)

e) 2K(2,z — 1) = 10(z — 2)

K(5,2)+K(6,z) 2
K{#,z+1) 3

18.9 Variace, permutace, kombinace s opakovanim
71 Kolik znacek Morseovy abecedy lze sestavit z tedek a Carek, vytvarime-li
skupiny o jednom az &tyfech prveich?

72 Kolik péticifernych ¢&isel lze sestavit z cifer 2, 3, 4, 6, 7, 9, jestliZze se cifry
mohou opakovat?

73V krabif‘ice Jje 10 pastelek, z toho 4 stejné ¢ervené, 3 stejné modré, 2 stejné
zZluté a jedna zelend pastelka. Kolika zptsoby lze pastelky v krabi¢ce uspo-
radat?

74 Kolika zpiisoby lze koupit v prodejné 5 sesitd, maji-li 3 druhy sesit v do-
stateéném mnoZstvi?

75 V cu°l<rérné maji pét druhd dortd v dostatedném mnozstvi. Kolika zplsoby
si miZzeme koupit 8 dortd?

18.10 Binomicka véta
76 Vypocitejte:

2) (1+v2)° 9 (@ + V2 ) (ayfa—3)
b) (1 - 23 ) (-5) 0 (\/2- @)5

77 Umocnéte:

1 \4 1 \4 5 5

a) (2+—\/_—2-) +(2—7_§) b) (2a—ai2) —-(2a+a—12)
78 Umocnéte podle binomické véty i podle Moivreovy véty:

a) (1+1i)7 b) (V2 -iv2)® c) (-2 + 2iV3)°
79 Owgfte, Ze Cislo z = v/2 — 2 je kofenem rovnice z° — 10z° — 24z — 16 = 0,
80 Kolik ¢lent obsahuje binomicky rozvoj (1 + 2x)%° ?
81 Vypotitejte paty ¢len binomického rozvoje (1 + y)*°,
82 Vypocitejte desaty ¢len binomického rozvoje (2a + b)1°.
83 g(l;izte = € R tak, aby paty ¢len binomického rozvoje ( ; - \/5)9 byl roven

84 Urdete z € R tak, ab y ¢ i ické j
, aby sedmy €len binomického ro y /1 - 2z)°?
oy rozvoje (V1+ z+ /1 - z)

85 Ktery &len binomického rozvoje (5 — 2m)7 obsahuje m4?
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86 Ktery ¢len binomického rozvoje (y? +y~*)® obsahuje y3?
ry

2 12 1
87 Ktery ¢len binomického rozvoje (c_2 + \/E) obsahuje vyraz \/ 55?

@ypoéitejte takovy &len binomického rozvoje, ktery neobsahuje a:

a) 3ya-a)° b (%—”Wlf&)s

242 14
89 V binomickém rozvoji (_a:_ + ﬁ) najdéte ¢len, ktery
VU
a) neobsahuje z, b) neobsahuje y.
90 Najdéte viechny &leny binomického rozvoje, které jsou racionlnimi &isly:

, 1 \14
a) (VB+1)° b) (V3 - vE)! o (vz- ﬁ)

91 Kolik raciondlnich ¢lend obsahuje binomicky rozvoj?
a) (V2-V3)% b) (V5 +6V11)%
92 Urlete n € N tak, aby pro binomicky rozvoj (1 + z)™ platilo:
Gykoeﬁcient u tietiho ¢lenu je stejny jako koeficient u osmého ¢lenu

—_b

b) [koeficient u t¥etiho €lenu je 2,5 krat vétsi nez koeficient u Sestého ¢lenu
\CT pomér koeficientli u étvrtého ¢lenu a tfetiho clenu je 8 : 3

d) soucet koeficientd u druhého a tietiho ¢lenu je 55

e) koeficient u z°® je étyfikrat vétsl nez koeficient u z?

f) koeficient u 22 je o 152 v&tsi, neZ absolutni ¢len

g) koeficienty u druhého, tietiho a &tvrtého €lenu tvoii aritmetickou po-

sloupnost

93 Urdete n € N tak, aby tieti &len binomického rozvoje (¥/z + z~1)" neobsa-
hoval proménnou z.

94 Urcete n € N tak, aby péty ¢len binomického rozvoje (L - 2z)n neobsa-
hoval proménnou z. vz

95 Urdete n € N tak, aby koeficient u y® v binomickém rozvoji (1 + 2y*)™ byl
roven 240.

96 Urlete n € N tak, aby pétindsobek tfetiho ¢lenu binomického rozvoje

1\
(\/5 + i—) byl &islo opacné k osminédsobku ¢lenu patého.
97 Urdete n € N tak, aby pomér koeficientéi u osmého ¢lenu a Sestého ¢lenu
1 n
v binomickém rozvoji (; + \/a_:> byl 1:21.

98 Uzitim binomické véty a véty Moivreovy odvodte vzorce pro
a) sin 3z, cos 3z, b) sin 5z, cos 5z.

99 Pomoci binomické véty dokazte, ze Vn € N plati:
n n n n
. =2"
@ (6)+ (1) + )+ )
n n n n
- - ... -1)" =0
D (5)- () + () -+ (o)
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107 Posloupnost je ddna rekurentné: a; = 3 A a, = an—; + 2n. DokaZte uZitim
matematické indukce spravnost vzorce pro n-ty ¢len a, =n?2 +n + 1.

3 5)-10) () v con(l) =

d) 4"+ (n) 4n-1 4 (n) 42 4 41 (n) =5 i 108 DokaZte uzitim matematické indukce, Ze pro kazdé p¥irozené &islo n je také |
! 2 n 3 2
n n?2 n -
vyraz v(n) = — + — + — piirozenym ¢islem.
e) 1+4(n>+42(n)+...+4"<n)=5" ‘ M 3 2 "6
1 . . | 109 Uzitim matematické indukce dokazte, Ze libovolnou ¢astku penéz vétsi nez
100 Uzitim binomické véty dokazte, Ze plati: 4 koruny vyjadfenou v celych korunach lze slozit jen uZitim dvoukorun

2n a pétikorun.

110 Uzitim matematické indukce dokazte Glohy 99a), 99b) a 100a) z této kapi-
toly.

celé Cislo

4
a) Vn € N je &islo
b) Vn € N je ¢islo 4™ — 1 délitelné 3

18.11 Dukaz matematickou indukci (

101 DokazZte uzitim matematické indukce:
a) Vn € N: 6 | (n® + 5n) c) Vn € N: 4| (n* + 6n® + 11n? + 6n)
b) Vn € N: 5| (n® + 4n) d) Vn € N: 7| (n” - 8n)
102 Dokazte uZitim matematické indukce:
a) Vn € N: 3| (4™ +5) d) Vne N: 5| (82" — 3?7
b) Vn € N: 16 | (9"+! — 8n —9) e) Vn € N: 5| (24n+3 - 3)
c) VneN: 36| (7" —6n—1) f) Vn e N: 7| (272 4 32nt1)
103 Dokazte uzitim matematické indukce:
_n(n+1) i
-2
b) Vn € N: 1+3+5+...+ (2n+1) = (n+1)?
c)VneN'L+L+ 1 RS 1 = B
"1-2 23 34 " ' n-(n+l) n+l
1)(2 1
d) VneN: 124224324+ ... +n? = w
) VneEN:12+25 43+ . +nd=(1+2+3+...4n)%= [
f) VR e N: 20421 422 423 4 4on=2ont+l
104 DokaZte uZzitim matematické indukce:

a) VneN: (2 — 1) = n?
1=1

n 1 %
b o s
JVREN: Y D@D gl

n 2 _ ¢
c) VneN:Z(Zz'—l)?:w ;
=1

a) VneN:1+2+3+...+n

n(n2+ 1)]2

n

d) VneN: Y i(3i + 1) = n(n + 1)?

=1
105 DokaZte uzitim matematické indukce:
1-20 2.3 3.4 n-(n+1)! (n+2)!
2 52 + 23 + ...+ on = o
106 Dokaite uZitim matematické indukce: Vn € N, n = 5: 2" > n?

Vn € N: 2
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19 Diferencidlni poéet a integrdlni poéet

Limita funkce

19.1 Limita funkce ve viastnim bodé

1 Vypoditejte:

b) lim (sinz +cosz) d) lim (2% — 3%)
3 z—1

TGN

2 Vypoditejte:

z°—4
li
8) I s o Gl
z? -1
b) L i
zl—rlnl 1’3 -1 d) :chbn—ll

3 Vypoditejte:

3 ma 22 -5z +6
:—)2$2—3$+2

2 —
b) limx +2x—15
x—>3.’L‘2—8$+15
222 + Tz + 3

C ——ee
) 1_1)111% 222 + 9z + 4

52 4 6 — 2

d) lim ——
)1%7.’3—6—.’32
22—z—6

e) lim ———————
) z—-2 13 + 322 + 2z
4 Vypolitejte:

2sin’z +sinz — 1
2

a) lim

z—% 2sin“z — 5sinz + 2

2 —
b) lim tg2x+3tgz 4
e tg°r +4tgr — 5

5 Vypoditejte:

2t — 28 - 522 -20 -3

. 242z -1
c¢) lim ———
z—5 z—0

a) lim
z—3 z—3
4_ 9.3 2 _
b) limx 22° 4+ 2z° — 52+ 2
T—2 -2

152

e) lim
z+1 z—0 z+1

f) Ill_}ml(log 10z — Inx)

422 — 36 o I x4 — 16
z+3 252 73 + 8
22+ 22+1 22 —-6x+9
——  f) lim —————
3 +1 z—=3 81 — x4
) -1

£) il—»ml2z2—z—1

) lim 322 + 52 — 2

e W7 = g

2t 4+ 22— 12

h) lim 2 T& —°2
} b

i) 1 23— 222 — 4z + 8
o5t o4 — 822 + 16

N . (@—1)3-8
B 2
) xl—xg 372 - 102+ 3

cos?z —3cosz — 4
im z
z—r COS“xT —4cosz — 5

_ 2
d) lim 4+2c0tg92v 2cotg®x
z—-% cotgz —1

o) T 2 — 3z +2
z—1 34 —4x 4+ 3
z3 +322 -2

4 Mmoot

cos 2z + sin 2z

6 Vypocitejte:

o f

z=3\/x+1—2
xr

B Ty ——e——

e
4 — g2

¢) lim ——
T2 /22 — 2

2—+v6+zx

m
r——2 T + 2

7 Vypocditejte:

. sinx —cosz
a) U e
=% 1—tgzx

sinx — cosx
z—%  COS2xT

c¢) lim ( e N z)

c—% \ cos?x

1—cos2z +tg’z

z—0 sin’ z

. sin2x-cosx
e) lim ———
z—3 14 cos2z

8 Vypoditejte:

S i Tl S

. VT+6-3/z—2
f) lim =
z—3 4 -9
; 1+z)3-1
B I —
. V1+2x-3
h) lim ——————
e—=d /T — 2
- vZ—-3
lim —————
D) I e —ava
N 2—vVT+3
j) lim ———
z—1 \/E——l
. 22
f) lim P e

z—0 1 — cos 2z

i sin? z
& z—r 1 + cosx

1-—
h) lim ——"

z—0 sinz

14 cotgz
lim —————
c——% SInx + COST

j) lim

im —2—  —
z—% cotgr — 1

i)
tgrx —1

. tg?x d) lim cos 2z
2) 250 1—+/cos2z z—1 V/sinx — /cos T
" i’ | g Lo VST T2 )
_— e) lim —————
) 250 V3 — V2 +cosz z—n sin? 2z
.2
tgx . 2sin®x —cos2z
c) lim f) lim —————
) b s dirms ey -l
9 Vypoditejte:
; LD
sin 2z sin? z . sin“z+x
i i lim
oF - ) 8 im = \
. sin8z . sinz +sin3z .z —zsinz y
b g == o = W T
5x + sin 7z .. cos’z—1+4sin2z
¢) lim — f) lim AR i) lim
z—0 sin 3z z—0 2z z—0 T
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10 Vypoditejte:

1- 2 i _ 2
a) 1l (:'os T d) i sin 4x &) i V1 —cos?zx
z—0 ISInx z=0+\/x+1—1 z—0 |$|
tgz — sin 2 VT¥5-— -
b) lim gz — sin 2z &) z + 5—45 h) lim V1 =cos2z
z—0 z z—0 sinz z—0 |z|
e, L = -V vV z? in?
¢) lim ——=% B VI g e VSRR
=0 T z—0 z? z—0 sin’ z
19.2 Limita funkce v nevlastnim bodé
11 Vypoditejte:
. z+5 2zt — 23 4+ 4
1 i =
a) i Br —6 <) IBIP“’ 5zt 4 28 + 2
) 3z2 +1 2=+3 1 4
b) lim —— im ——
) B e 9 m oy
2+4zx
z—00 3 — Tz z—00 3Iog:z;— 1
12 Vypodlitejte:
z% 4 22 z? -3 o
a) i i ;
) ml'nolo 72 — ) x—ir—noo 3 -3 8 zl)ngo 2 —1
. T+2 ¥ +322+5 0,12 +3
b) 1 i e R i M e M
il'ngo z2+3 d) xBIPoo 33—z B 11}1’_1100 0,13= +3
13 Vypoditejte:
. 2x + 3
a) lim £) lim YZ13
T—00 z-—1 T—00 xT
. 422 — g -
b) l_1+m 5 g) lim VT +2+3V/22 -6
z—00 3z T—00 2z + 1
¢) lim Y21 h) lim vZ(/z 2
z—o00 /22 — 1 z:i)ngo IE(  + _\/5)
V2z2 + 2
d) zl—}nolo — i) le (2z — v4x? + 371)
. VT2 +2
e) lim ———=— i) li_>m z(Vz?+1-—1)

19.3 Jednostranné limity
14 Vypoditejte:

. 2z+1 z+3 2 + 1
a) lim : ; T+
e5+ T —5 d) zl_l'r(r)1+ z 8) zl—lgl— z2 -2z +1
. 2x+1 2 _5 5
b) lim . x . T
z—5—- T —5 e) xl—l>I(I)1— 2 h) zl)nll"' 1—22
c) lim ) lim — . z°+6
e T — 5 ) i oA (2-1z)3 0 zl—lgl- z2-9

15

16

17

18

19
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Naértnéte grafy linedrnich lomenych funkci: uréete defini¢ni obor, vypodi-
tejte jednostranné limity v bodé nespojitosti, limity v nevlastnich bodech.
NapiSte rovnice asymptot, uréete souradnice stfedu hyperboly. Vypoditejte
soufadnice priisecikt grafu funkce s osou z i s osou y.

z+3 2z +3 11 - 52
& Jig= =—5 ) fe Yy =5 e) fory=—3-

2z +3 3 5+ 3z
b) fary=——3 d) fay=5—p f) foov=51%

Naértnéte schéma grafu funkei g1, g2, g3: urcete defini¢ni obor, vypoditejte
limity v nevlastnich bodech, vypoditejte jednostranné limity v bodech ne-
spojitosti.

22 -1 5— 272

23+ -1
z24+2—-6

g3: Yy = =

91 Y=

Derivace funkce
19.4 Definice derivace funkce

Uzitim definice derivace vypoctéte derivaci funkce v daném bodé zg.
filz) =22, 20=3 fe(z) =2%+ 2z, 30 =-1
fo(zx) =2% —4z,20=1 f7(xz) =sinz, 20 =0

f3(x) =z, z0=1 fs(z) =sinz, 2o =

fa(z) =1° 20 =2 fo(z) =1+cosz, zo =3

1 z+1
= — = — = =2
fo(@) =, 20 =4 frole) = 5—7, %o

I

Uzitim definice derivace odvodte vzorec pro derivaci dané funkce v libovol-
ném bodé z defini¢niho oboru.

91(z) = 2? g2(z) = 2* g4(z) = V7

g3(z) =sinz

19.5 Pravidla pro vypocet derivace

Vypoditejte derivace nasledujicich funkei v libovolném bodé defini¢niho
oboru. (Vzdy také uréete definiéni obor funkce dané i jeji derivace.)

fi:y=2%+2° fr:y =2sinz + 3cosz
f23y=4$2—x+1 fe:y=x" —Tcosz
fy=vz +22 fory=6lnz —9logzx
fary=6yz -5 frory =37 + 2¢*
1 4 g 1
fsiy=ﬁ+;§ f11:y=2z+smx—3
2 1 4
feiy=;—-7" x4 fio: y =tgz + llcotgz

20 Vypoditejte derivace nasledujicich funkci v libovolném bodé defini¢niho
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oboru. (Nejprve upravte predpis, kterym je funkce definovéna, potom teprve
derivujte.)

i e 23 — 622 + 62 — 1
g1 Y= T g5y =
z-—1
 Vz(Yz - 5/7) 23 - 32242
Qo= —————— 96 Y =
T -1
gs.y=z3+1 . cos2z
z+1 g'y—cos:c—sinz
g4'y=($+1)3 . sin2z+1
T Y= i rois
21 Derivujte podle pravidel pro derivaci sou¢inu, podilu.
hi:y=2x-sinz h4:y:2w_1
z+3
2
hy:y= (22~ 1) sinz hsiy =2 %
1—22
hs:y=sinz-tgzx hszyzw
sinz — cosz
22 Vypocitejte derivace slozenych funkci.
file) = (a? +1)° fol@) = —
sin®
fa(z) = Vda® — z f1o(z) = Vcos 2z
: 8
fa(z) = (V223 =1 +2) fu1(z) = /cos 2z + 2z
1
1@ = G fia(a) = tg (3~ 3)
fs(z) = Vz + /52 fiz(z) = Vsin3z + 5
Cfe(z) = cpsz(2z +4) fia(z) = In(2z + 4)
fr(z) =sin’ z fis(z) = In(3sinz — 8)

fs(z) = sinz? fi6(z) = esin®
23 Je déna funkce g: y = 2° + 2z. Vypoditejte ¢'(0), ¢'(1), g'(-2).
24 Je déna funkce f: y = 22° — 2z + 1. Uréete, pro kterd z € R plati:
a) f'(z) =0 b) f'(z) =4 c) flla)=-5 d) f'(z) = f'(3)

19.6 Teéna ke grafu funkce

25 Urlete smérnici teény ke grafu funkce y = 2? v bod& T[3;9].

26 Napite rovnici te¢ny ke grafu funkce y = f(z) v bod& T. Rovnici te¢ny
uvedte v obecném tvaru.
a) fi(z) =22 — 2z, T[4; 7 e) fs(z) = 2sinz, T[0; 7]
b) fa(z) = 22 + 8z, T[-1; 7] f) fe(z) = ztgz, T[0; 7]

) fu@) = 5,71 7] B fil) = 212 7p2,7

a:‘—l’
h) fo(z) = sin2z + 1 T[n ?]

cosz +sinz’ " L2

d) fa(z) = % T[-2; 7]

mibe 4 dasilobi bbbt sinstaiente botn dibaar A 4 2L 2 2D 1AL, )

27 Je déna funkce f(z) = 2z% + z — 1. Na grafu funkce y = f(z) uréete bod T
tak, aby
a) te¢na v bod& T méla smérnici k = 5,
b) tefna v bodé T' méla smérovy tGhel ¢ = 60°,
c) te¢na v bodé T byla rovnobé&zné s osou z,
d) te¢na v bodé T byla rovnobé&zna s osou y,
e) tefna v bod& T byla rovnobézné s pfimkou p: z —y + 10 = 0,
f) teéna v bod& T byla kolma k p¥imce ¢: 3z +y — 1 = 0.

28 Napiste obecnou rovnici te¢ny t ke grafu funkce y = —2? — 4z + 8 tak, aby
te¢na t byla rovnobé&zné s pfimkou p: 4z — 2y + 7 = 0. Nakreslete.

1

29 Ve kterém bodé kiivky y = — je te¢na rovnob&nd s osou I. a III. kvad-
rantu? r

30 Ve kterych bodech grafu funkce y = z® — 22 — z jsou te¢ny ke grafu rovno-
béZné s osou z?

31 Pomoci derivace uréete souradnice vrcholu paraboly y = —3z% + z — 1.

32 Urdete obecnou rovnici te¢ny ve vrcholu paraboly y = 222 + 4z — 7.

33 Vypoditejte smérové thly tefen vedenych ke grafu funkce y = f(z) v pri-
seCicich grafu funkce s osou z. Nalrtnéte graf dané funkce, vyznaéte vypo-
¢itané uhly.

a) fi(z) = -2%+2z
b) fo(z) = 23 e) fs(z) =cosz h) fs(z) =Inz
c) fs(z) =z -2 f) fe(z) =tgz i) fo(z) =logz

34 Ve kterém bodé grafu funkce y = —2x? + 4z svira te¢na ke grafu s kladnou

poloosou z thel:

d) fa(z) =sinz g) fr(z) =e" -1

a) 45° b) 120° ¢) 0° d) 3’7" o

35 Vypocitejte odchylku teden sestrojenych v priiseéicich grafii kvadratickych

funkci y, = 22 — 6z a yp = —22.

36 Vypoditejte odchylku tefen sestrojenych v prisedicich parabol y; = 22 + 1

ayy =—x2+09.
- ;
37 Napiste rovnice teen vedenych z bodu M|[3;0] ke kfivce y = Ez— K vy-

poc¢tu smérnice uzijte derivaci. Vypocet ovéite obrazkem.

19.7 Funkce rostouci, klesajici

38 Uzitim derivace funkce uréete intervaly, ve kterych je dané funkce rostouct
a ve kterych je klesajici.
fi(z) =228 —22 -8z +4
fo(z) = —223 + 22 + 42+ 3
fa(z) = 3z* — 423 — 1222

fa(z) = 23 — 32% — 9z
fs(x) = 4a® — z*
fo(z) = z* — 622 — 8z — 3
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39 Uzitim derivace urlete intervaly monoténnosti néasledujicich funkei:

@) =+ gl = T2EE )= @2 - 1)
p@)=s-1 go(@) =TI @) =oyET
g93(z) = g = ;15 gr(z) = lx__l_Q: gu(z) = Z::
94(z) = VT = —\/1'5' g9s(z) = 1?2_-3—22 912(z) = :::

19.8 Druhd derivace funkce

40 Vypocitejte druhé derivace nésledujicich funkci v libovolném bodé z, defi-
niéniho oboru.
fi(z) = 32% + 62 — 2 fa(x) = 4sinz + 2cos

(z2+4)(z -1)

falz) =2? — 25+ 1 fo(z) = =2
1 2_2m
fa@) = Vo + = folw) = =

41 Je déna funkee g(z) = 2° — 62® + 222. Vypoditejte g(—1), ¢'(—1), g"(-1).
42 Dokazte, Ze funkce f: y = 2sinz — cosz vyhovuje rovnici y” +y = 0.
43 Dokaite, ze funkce f: y = 22% — 4z vyhovuje rovnici zy” — y' = 4.

19.9 Maximum, minimum funkce

44 Urcete, pro kterd z € R nabyva funkce lokdlniho minima, pro kterd z €
nabyva lokdlniho maxima. :
fi(z) = 23 + 622 fa(z) =2 - 12249
f2(z) =2® — 322 — 9z fs(z) = z* + 428
fa(z) = =zt +222+3 fo(z) = z° + 104

45 Najdéte lokalni extrémy funkcf:

93(z) = Vx + % g5(z) = I

x?—j 94(z) = Vdz — 22 g6(z) = (22 —1)8

46 Vygetiete globélni extrémy funkei h; aZ he v intervalu (0; 2r).
hi(z) = cosz +sinz
ha(z)=sin?z — 2cos? z

T+ 2

2
T
g1(z) = m

92(z) =

hs(z) = cosz — 0,5 cos 2z
hs(z) = cos? z + 0,5sin 2z

h3(z) = cos® z — sinz he(z) = il

2 —sinz

47 Dokaite, 7e funkce y = ik

3 -,
6 nemd ve svém defini¢nim oboru extrém.

48 Urcete hodnoty parametri a, b € R tak, aby minimum funkce h(z) = az?+
+ bz + 5 bylo v bod& = = 2 a jeho hodnota byla 4.
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Ur&ete hodnoty parametrti p, ¢ € R tak, aby funkce m(z) = 2% + pz + ¢
nabyvala minima pro z = —4 a aby dale platilo m(3) = —10.

Urcete hodnoty parametri b, d € R tak, aby lokdlni minimum funkce g(z) =
= 2% + bz? + d bylo v bod& = = 2 a jeho hodnota byla 5. Potom uréete
lokalni maximum dané funkce g(z).

19.10 Prubéh funkce

Je déna funkce g: y = 23

9
= 51132.

a) Najdéte intervaly, ve kterych je dana funkce y = g(z) rostouci, klesajici.

b) Vypocditejte lokdlni extrémy dané funkce.

c) Vypotitejte priseéiky grafu funkce g s osou = a s osou y.

d) Nadrtnéte graf funkce y = g(z).

e) Napiste rovnice teten ke grafu dané funkce v bodech
T1[0;0], T» [3; —13%], T3 [3;-62].

f) Vsechny tfi te¢ny z ulohy e) zakreslete do obrazku.

VySetiete priubéh funkce:
filz) =2 -3z +2
fo(z) =23 — 222 — 4z
fa(z) = 23 + 622 + 9z
fa(z) = 323 + 1222 + 122
fs(z) = 323 — 122% + 122
VySetfete prubéh funkce:

w@ =+ m@)=-kr aE@=T
92(2) = 2 - %ma ga(z) = 2% + %ms g6(z) = a tl&ﬁ
Vysetfete pribéh funkce:

= -:cl—? - ha(z) = 23;2;310 he(2) = 7 +1:1:2
ha(e) = % T hs(z) = 1;2;"11 hg(z) = 1 _1:1;2
ale)= 1_0%1_0 ho(z) = xff 1 ho(z) = (1__1W

fo(z) = z* — 622 + 8
fr(z) = —22% + 422 + 6
fs(z) = 0,1z* — 0,423
fo(z) = 0,022° — 0,1z*
fro@) = a° — 223 - 3

Vy3etiete pribéh funkce v intervalu (0; 2r):

g1(z) =sin’z +sinz
g2(z) = cos? z + cos

g3(z) = cos’z —sinz
ga(z) =sin’z — 2cosz

Je dana funkece f;(z) = 2® + 3z% — 9z.
a) Nadrtnéte graf funkce fi(z) v intervalu (—5;2).
b) Urdete obecné rovnice tefen v bodech:
Ti[-5; =5], Tx[—3;27], Ts[—1;11), T4[0;0], Ts[1; —5], Te[2;2] .
¢) V intervalu (—5;2) nalrtnéte graf funkce fz(z), pro kterou plati, Ze

fa(z) = fi(2).

d) V intervalu (—5;2) natrtndte graf funkce f3(z), plati-li fa(x) = fi' (z)-
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19.11 Derivace implicitni funkce g

Uzitim derivace funkce dané implicitné uréete rovnici te¢ny v bodé T dané
kuZelosecky. Nacrtnéte kuZelosecku i teénu v soustavé soufadnic. Vyznadte
smérovy thel te¢ny. Vypocitejte smérovy thel teény s piesnosti na minuty.

a) 22 +y? =10, T[2;V6]
b) z%+2y? =4, T[V2;1]
c) 4z? +y* =16, T[V3;2]

d) a2 - 4y? =4, T[V/5; 1]
e) y? — 2z% = 16, T[0; 4]
f) y* =6z -8, T[2;-2]
g) =2 =4y +5, T[3;1]

h) 22 +4y? = 4, T[1; -]

i) 2+ 4y? =4, T[0;1]

j) 2 +4y? =4, T[2;0]

k) 22 +y* +4z — 2y — 20 =0, T[-5; 5]
1) 2% +4y? — 2z + 16y + 13 = 0, T[1; —1]
m) z? -4y — 2z - 8y — 19 =0, T[9;2V3 — 1]
n) y?—2y—2z+1=0,7T[8;5]

0) 22 +6z+4y+9=0, T[1;—4]

p) (z+1)* + (y — 2)% = 25, T[2;6]

q) (z+1)*+(y —2)% =25, T[4;2]

r) (z+2)? +4y? =8, T[-4;-1]

s) 222 — (y + 3)2 = 4, T[2V/5; 3]

t) y? =2(z — 1), T[9;4]

Ve kterém bodé& elipsy 4(z — 1)? + y? = 1 svird te¢na elipsy s kladnou
poloosou z thel 45°7

Ve kterém bodé paraboly y? = 42 — 8 je te¢na kolm4 na osu I. a IIL. kvad-
rantu?

Vypoditejte odchylku tefen kiivek z2 + y? = 5, 222 + y2 = 9 v jejich
prusedicich.

19.12 Derivace funkce a vypocet limity
UzZitim definice derivace funkce vypodéitejte nasledujici limity:

23— 8

a) lim d) lim coaz—0,5 B B
z2 T — 2 % T — 75‘ z—=0 I
. Jxr—-1 cosz —1 Inz
b hmﬁ im ——— i
) o W L -
. VT -3 i z _
c) lim u f) lim 222 i) lim e -1
z—3 1 —3 TR L — T z—0 T

63

64

67

70

71

72

73

74
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Uzitim I’Hospitalova pravidla vypocitejte limity:

) i 22 +z—6 ) lim cosz + 1
= :cl—Ifl21L‘2—$—2 5 It T —TN
zt—1 sin 4z
b) li h) lim —
) | —— )z—»O\/m+l—1
328 -4’42 .. cosz—1
¢ lim ———— i) lim ——
z—0 4z3 + z—0 x
5 .
. -1 N .. Sinx
9 xl—l»lr—llx4—a:3+x—1 j) ll-r-ﬂ) z
tgx — 1
e) lim - i k) lim 2
z—0 T —sinzx z=1x—1
in3z + 2 z—1
f) lim 2000+ 27 ) fim S
2=0 sinz +z 0 T

19.13 Slovni tlohy FeSené pomoci derivaci

Z papiru tvaru &tverce 40cm x 40 cm vystfihneme ve vSech rozich stejné
étvereCky a sloZime krabicku. Uréete stranu ¢tverecku tak, aby tato krabicka
méla maximalni objem.

Urcete stranu Ctverce, které musime vyfiznout ve vSech rozich obdélniko-
vého papiru o rozmérech 8cm x 5cm tak, aby po slozeni vznikla krabicka
maximalniho objemu.

Uréete rozméry valcové nadoby s vikem tak, aby pfi objemu 2 litry méla
tato nddoba minimalni povrch.

Uréete rozméry valcové nadoby bez vika tak, aby pfi objemu 2 litry méla
tato nddoba miniméalni povrch.

Do koule o polomé&ru 3 cm vepi$te valec maximalniho objemu. Urcete jeho
rozmery.

Do koule o poloméru 3 cm vepiste kuzel maximélniho objemu. Uréete polo-
mér podstavy a vysku kuzele.

Do rotaéniho kuZele o rozmérech r = 6cm, v = 3cm vepiSte valec maxi-
malniho objemu tak, aby osa vélce splyvala s osou kuzele. Urcete rozméry
vélce.

Do rota¢niho kuZele o rozmérech r = 6 cm, v = 3 cm vepiste vadlec maximal-
niho objemu tak, aby osa vélce byla kolma na osu kuzele. Uréete rozméry
valce.

Kouli o poloméru 3 cm opiste kuZel minimalniho objemu. Urcete jeho roz-
méry.

Do elipsy 422 +9y? = 36 vepiSte obdélnik maximalniho obsahu. Urcete jeho
rozmery.

Ur&ete rozméry obdélniku tak, aby pii daném obsahu 16 cm? mél minimélni
obvod.

Uréete rozméry obdélniku tak, aby pfi daném obvodu 20 cm mél maximalni
obsah.
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75 Do ostroahlého trojthelniku ABC, ¢ = 8cm, v. = 4cm vepiste obdélnik

K LM N maximélniho obsahu tak, aby KL C AB. Ur&ete jeho rozméry.

76 Z kruhu o poloméru 6cm oddélte kruhovou tseé, kterd ma vysku 5cm.

77

78

79

162

Do této kruhové tisede vepiste obdélnik maximalniho obsahu. Uréete jeho
rozmery.

Integréini pocet

19.14 Primitivni funkce

Dokaite, ze funkce F(z) je primitivni funkei k funkei f(z):

a) F(z) = 3z — }sin2z, f(x) =sin?z, z€R

b) F(z) = —cotgz+ 11, f(z) = Sinlzx, zeR— | {kn}

kez
z+1 1
F = S e— =
9 Fla)=In[|222) @) = =5, seR-{21)
Dokazte, 7ze dané dvé funkce Fij(z) a Fa(z) jsou primitivni funkce k téze

funkci a uréete konstantu, o kterou se lisi.

cos 2z

a) Fi(z) = - , Fy(z) =3 —cos’z

b) Fi(z) = cos2z, Fy(z) = 6cos? z + 4sin’ z
¢) Fi(z) = sin2z, Fy(x) = (sinz + cosz)?

d) Fi(z) =lnyz —2+3, F3(z) =Iny2z — 4
Dokazte, Ze plati:
a) [sin®zdr=—cosz+2cos®z — fcos®z+c

.4 —3 1 1 g
b) [sin*zdz =3z — ;sin2z + 3;sindz +c

1
C) /ﬁdzzln(1+ V1+-’E2)+C

1 T
d —_— dz=tg =
)/1+coszdx tg2+c

Ovéite spravnost nasledujicich vzorcii:
) [Lauzny@ive b [r@ rea=D
f(z) n+1

81 Vypoditejte a provedte zkousku:

a) [(z®+2®—22)dz
b) [(3z +5)dz

¢) [(2z73 —z%)dz
d) [(z% +327%)ds
o [(5-5)e
) /(5\/§+ —42——\/5)da:
g) /%dz
h) [z%(z —2)dz

i) [(2? +4z)?dz

i) fQ+2z)}d

) [522y/zda

/——dm

m) /:c\/i 1+x5ﬁ)dx

0 ()t
[ Y22z - z)dz
) [(a® +1)(z? - 3)dz
q [(Vz-1)(Vz+1)dz

1) [(z®—2z):zdz

82 Vypotitejte a provedte zkousku:

a) /(4+%)dax
L /m—lb-ldx
o) /5x41r25dx

83 Vypoditejte:

84 Vypocitejte:
&) /x + 5z + 7

T+ 2

22+ 2z
b)/m_l d

)/x —1+\/_
) /x(ﬁ—x
(13—1)2
d) /2zl+1dx 8) /@x—_l)idm
¢) /1_53mda: h) /3‘7——213@
0 /m3;-23$ - i (x;l)"‘d

a) /x —8 2) /z —5$+6
e)/x—l h) /2x2:_m_

Vzd +1 o’ —dz+4

423 — 22%

x+2x2—101: z3
C)/ dz e)/ 54

;1; +3;1; 4 —
d) / R )/2z+1
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87 Vypoditejte a provedte zkousku:
¢) [cos®£dx

d) [cos?’zdzx

e o g W

bt o L g S8 gt o g d

85 Vypolitejte a provedte zkousku:

a) [(sinz —2cosz)dz
b) [sin2zdz
c) [cosdzdz
) J3sin6zdz
e) [cos(3z+1)dz
f) [(cos3z +1)dx

86 Vypoditejte a provedte zkousku:

a) [(sin®z + cos? z) dz
b) [(sin’z — cos® z)dz
¢) [(cos™2z +sin"?z)dx

d) /(5122_:1: B co:s)’%:) <

e) [tg?zdz

f) [cotg®zdx

a) [sin’ £dz

b) [sin’zda

88 Vypocitejte:

164

) /1+ 3 )/2+smz
b)/1+:1:3dm ¢) /l—cosz
cosT

522
c —d
)/1+z3 ¥ )/2smx—1

89 Vypotitejte a provedte zkousku:

a) [2z(z?+4)%dz
b) [3z(z? —1)%dz

c) [z?(4+ %)% dx
ZL‘2

) [y

e) [z(22? - 1)ida

f) [22V23 —2dz

g) [(cos3z +3z+1)dz
h) [(3cos3z +1)dz

i) [sin(% +%)dz

j) [(sin§ + %) dz

) [%-sinidz

1) [(sink+2)dz

1
8) /1+cos2zdx
h) / cos 2z
cosa:—smz
)/cos T
1+sinz
)/ cos? 2z
1+51n2x
2
k) /tg x_cos"’x)dx
1
2
R /( sinzx)dx

) [sin?5zdz
f) [cos?6zdz

) [tgzde
h) [cotgzdx

By [tg2zdz

) [zv22? —8dx

“h) [V5+2zdz

i) [2x(x®+3)"%2da

. z? d
) /\/3:c3+10 ‘

k) [cosz(sinz + 7)%dz

1) /sinx,/cosa: + gdz

20

91

92

93

924

97

100

DS R St 2ot bl o Rty Wrrdebanficty  Sdsrupe xR (Mg T

Vypotitejte a provedte zkousku:

a) [zsinzdz e) [e®sinzdz i) [2?sinzdz

b) [zcoszdx ) [e®coszdx j) [2%e®dz
c) [ze*dz ) [sinz - coszdz k) [ze*® dz
d) [Inzdz h) [zlnzdz 1) /lnTxdm

Uré&ete funkci f tak, aby platilo:

a) fllx) =22 +2A f(1)=3 b) f'(z)=x-3AFf0)=1Af(2)=3

19.15 Uréity integradl
Vypoditejte:

a) [, zdz

b) J°,(2z —5)dz

e) [Fsinzde i) [, v2z +10dz
f) [y coszdz i) [l etdz

2.4 4

| 1

callio= ¥ =
g)/l.mz-i-l o k)éxdz

3 T 3 1
b) /_2x2+1d“’ b /_14x+5d$

Uréete hodnotu parametru c € R tak, aby pro funkci g(z) = 22 + ¢ platilo
fos g(z)dz = 15.

Urdete hodnoty parametrii a, b € R tak, aby pro funkci f(z) = az? + b
platilo [ f(z)dz =2 A [ f(z)dz = 20.

Uréete hodnoty a, b, c € R tak, aby pro funkci f(z) = az? + bz + ¢ platilo
f1(=1) ==TA f0) + f"(0) =5 A [} f(z)dz = }.

Uréete hodnoty parametri a, b € R tak, aby pro funkci h(z) = ay/z + b
platilo h'(4) = L A [ h(z)dz = 4.

Uréete hodnotu parametru a € R tak, aby pro funkci f(z) = asin 2z platilo:
a) [2 fz)dz=1 b) [ f(z)dz =4

Uréete hodnoty a, b € R tak, aby pro funkci g(z) = asinz + bcosz platilo

[ o(e) da = VEA [fo(a)dz =3.

Uré&ete hodnoty a, b € R tak, aby platilo b—a =3 A f: z?dz = 21.

) f13($2 +2z)dz

d) f_lz(:v +3)%dx

19.16 Obsah rovinného obrazce

Nakreslete rovinng obrazec, ktery omezuje osa z a graf funkce y = f(z),
pfitemZ z € (a;b). Potom vypoditejte jeho obsah.

a) y=22 Az € (0;2)
b) y=—-z+2Az€(-11)

c) y =z A(0;4)
d) y=;v1—/\:c€(%;5)

e) y=sinz Az € (0;m)
f) y =sinz +cosz A z € (0;5)
g) y=e*—1Az€(0;1)

h) y=Inz Az € (1;¢)
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101 Nakreslete rovinny obrazec, ktery omezuje danad parabola a osa . Potom

102

103

104

105

106

107

108

109
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vypocitejte jeho obsah.
a) y=—-x2+4 ) y=—-a2—z+2
b) y =22% — 4z d) y=2z2+2z-4

Nakreslete rovinny obrazec, ktery je omezen grafy funkci f a g v daném
intervalu (a;b). Potom vypocitejte jeho obsah.

a) f(z)=12% g(z) =2*+4 Az € (-2;2)

b) f(z) =sinz, g(z) =sinz+ 1Az € (0;m)

Nakreslete rovinny obrazec, ktery je omezen grafy funkci f a g. Potom
vypoditejte jeho obsah.

a) fi(z) =2% gi(z) =5z -6
b) fg(.’l)) = zz, gz(:t) =4 h) fs(x) =922 + 3,
gs(z) = —x?+22 -1

¢ fa(z) =22 -1, gs(z)=z+1 i) fo(z) =22, go(z) =z
d) fa(z) = —2*+5, gs(z) =2+3 j) fio(z) = vz, g1o(x) = 0,5
O @) = +2, 6@ =27 -2 K fu@) =2, 0u@)=3-2

f) fo(z) = 2% +2z, gs(z) = —22 — 2z 1) fiz(z) = =22 + 5, g12(x) = %

g) f7($) = w? -2z + 3)
gr(z) = =222 + 42+ 3

~— O~

Nakreslete grafy funkci f a g. Vypocitejte soufadnice z;, o priseciki da-
nych graft v intervalu (0; 2n). Vysrafujte rovinny obrazec, ktery funkce f(z),
g(z) pro z € (z1;x2) omezuji. Vypocitejte jeho obsah.

a) fi(z) =sinz, ¢g1(z) = cosz c) f3(z) =2sinz, gs(z) =sin2z

b) fo(z) =sinz, g2(z) = : d) fa(z) =tgz, ga(z) =sinz

2

Vypotitejte obsah rovinného obrazce omezeného grafem funkce y = f(z)
a osou z v daném intervalu. Nacrtnéte obrazek.

a) fx)=xz3 -z Az e (-1;1) b) f(z) =2* — 42?2 Az € (—2;2)
Vypocitejte obsah rovinného obrazce, ktery je omezen grafy funkci y = f(z)
a y = g(z). Nadrtnéte obrazek.
2) f(z) =4 g(z) =2 b) f(z) = o° — 4z, g(x) = ~32
Nakreslete rovinny obrazec, ktery omezuji grafy danych tfi funkeci v uvede-
ném defini¢nim oboru. Potom vypocitejte jeho obsah.
a) f(z) = -2 +5, g(z) =5, h(z) =3z + 1, D(f) = D(¢) = D(h) =R

1 1
b) f(z) = -, 9(z) = 4z, h(z) = 3=, D(f) = D(g) = D(h) =R*
c) f(z) = 2* -2z, g(z) = @, h(z) = —2® + 22 +6, D(f) = D(g) = D(h) =
Nakreslete rovinny obrazec, ktery omezuji dvé kfivky dané rovnicemi
y? = 4z — 4, y? = 8z — 16. Vypoditejte jeho obsah.
Vypotitejte obsah trojihelniku ABC, ktery je omezen pfimkami y; = =z,
Y2 = —z, y3 = 3z — 4 dvéma zplsoby:

a) pomoci integralniho poétu b) pomoci analytické geometrie

110

111

112

113

114

115

116

117

118

119

120

121

122

123

124

125

Vypoditejte obsah rovinného obrazce omezeného grafem funkce y = f(z),
teénou ke grafu funkce y = f(z) v bod& A a pfimkou p. Nalrtn&te obrazek.

1

a) f(z) = -2—:1:2 +2, A[2;4],p:z=-2 b) f(z) =sinz, A[0;0], p: z = g

Vypoéitejte obsah rovinného obrazce omezeného danou parabolou a te¢-
nami k této parabole v bodech, ve kterych parabola protind osu z. Naértnéte
obrézek.

b) y=22-4 c) y=-22+22+3
Vypotitejte obsah rovinného obrazce omezeného danou parabolou a te&-
nami k této parabole v bodech A, B. Nalrtnéte obrazek.

a) y = 2, A[1;1], B[0;0] b) y = 2% — 4z + 3, A[0; 3], B[3;0]
Uréete hodnotu parametru a € R tak, aby obsah rovinného obrazce, ktery
omezuje dana parabola y = az? — 3 a osa z byl 2.

a) y=12 -4z

Uréete hodnotu parametru a € R tak, aby graf kvadratické funkce y =
= az? + z omezoval s osou z rovinny obrazec, jehoz obsah je 24.

Urete hodnotu parametru b € R tak, aby graf kvadratické funkce y = z2 +
+ bz omezoval s osou z rovinny obrazec, jehoz obsah je 36.

Uréete hodnoty parametri a, b € R tak, aby maximum kvadratické funkce
y = az? + b bylo v bodé [0;4] a graf této funkce omezoval s osou z rovinny
obrazec, jehoZ obsah je 32.

Uréete kvadratickou funkci tak, aby jeji graf protinal osu z v bodech A[0; 0],
B[6;0] a spolu s osou z omezoval rovinny obrazec, jehoz obsah je 48.
Ur&ete kvadratickou funkci tak, aby nabyvala maxima pro = = 2, jeji graf
prochézel po¢atkem soustavy soufadnic a graf této funkce spolu s osou z
omezoval rovinny obrazec o obsahu 16.

Urcete kvadratickou funkci tak, aby nabyvala minima v bod& [0; —4] a aby
graf této funkce spolu s osou  omezoval rovinny obrazec o obsahu 16.
Uréete hodnotu parametru a € R tak, aby graf funkce y = asinz omezoval
s osou z v intervalu (0; ) rovinny obrazec, jehoZz obsah je 10.

Ur&ete hodnoty parametrti a, ¢ € R tak, aby graf funkce y = asinz + ¢
prochézel bodem A[%; 2] a spolu s osou = omezoval v intervalu (0; 5) rovinny
obrazec, jehoZ obsah je 2 + 1.

Uréete hodnoty parametri a, b € R tak, aby funkce y = asinz + bcosz
nabyvala maxima pro z = %n a graf této funkce spolu s osou z omezoval
v intervalu (0; 1r) rovinny obrazec, jehoZ obsah je 6.

Graf funkce y = sinz a osa z omezuji v intervalu (0;b) pro b <= rovinny
obrazec. Uréete hodnotu parametru b € R tak, aby jeho obsah byl 1.

Graf funkce y = —— a osa x omezuji v intervalu (0; b) pro b < w rovinny
cos?

obrazec. Uréete hodnotu parametru b € R tak, aby jeho obsah byl 1.

1 T
Graf funkce y = — a osa  omezuji v intervalu (a; 1) rovinny obrazec. Urcete
T

hodnotu parametru a € Rt tak, aby jeho obsah byl 5.
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Nakreslete graf funkce y = 22 v intervalu (0;2). Potom vypogitejte &slo
m € (0;2) tak, aby obsah rovinného obrazce omezeného danou parabolou
a osou z v intervalu (0;m) byl dvakrat v&tsi ne# obsah rovinného obrazce
omezeného touto parabolou a osou z v intervalu (m;2). Nakreslete.

Nakreslete graf funkce y = sinz v intervalu (0;r). Potom vypoditejte
k € (0; ) tak, aby obsah rovinného obrazce omezeného grafem dané funkce
a osou z v intervalu (0; k) byl roven t¥etiné obsahu rovinného obrazce ome-
zeného timto grafem a osou z v intervalu (k;n). Nakreslete.

19.17 Objem rotaéniho télesa

Nakreslete graf dané funkce v intervalu (a;b). Graf dané funkce a osa z
v uvedeném intervalu omezuji rovinny obrazec. Potom nalrtnéte téleso,
které vznikne rotaci tohoto obrazce kolem osy z. Vypocitejte jeho objern.
Je-li to moZné, pojmenujte toto téleso. ‘

a) y=2-z,z€(0;2) g) y=3,z2€(0;2)

b) y=2-1z,z € (0;1) h) y ==,z € (0;2)
c)y=z+1,z€(0;1) i) y = 0,52/, z € (0;2)
d) y =22z €(0;2) i) y=z71 z € (35)

e) y=22+1,z € (-2;2)
f)y=-22+1,7v€ (-1;1)
Dané kuZeloseCka omezi rotaci kolem osy z rotaéni téleso. Nakreslete danou
kuzelosecku, nalrtnéte vzniklé rota¢ni téleso. Vypoéitejte jeho objem. Je-li
to mozné, pojmenujte toto téleso.

a) 2 +y? =4 c) 22 +4y? =4

b) (z—-1)2+¢y2=1 d) 422 +y* =4

Dan4 kuzelose¢ka omezi rotaci kolem osy z v daném intervalu rotaéni t&leso.

Nakreslete danou kuzelose¢ku, nalrtnéte vzniklé rotadni t8leso. Vypoditejte
jeho objem. Je-li to mozné, pojmenujte toto t&leso.

k) y =sinz, z € (0;)
) y=2+sinz, z € (-5; 5)

a) 2 +y? =4,7 € (1;2)
b) 22 +y? =4,z € (3;1)

c) 22 +y? =25z € (—4;4)

d) z2=2-2y,z € (-1;1)

e) Y’ =1z, € (0;2)
f) y? =4z, z € (0;2)
g) 2 —y? =1,z € (1;2)
h) Y2 —-22=1,z € (-2;2)

Odvodte vzorec pro vypodet objemu koule o poloméru 7.

Odvodte vzorec pro vypodet objemu valce, ktery ma polomér podstavy r
a vysku v.

Odvodte vzorec pro vypocet objemu rotaéniho kuZele, je-li polomér pod-
stavy r a vyska kuZele je v.

Odvodte vzorec pro vypodet objemu rota¢niho komolého kuzele, jsou-li po-
loméry podstav r1, ro a vyska komolého kuzele je v.

Odvodte vzorec pro vypodet objemu rotaéniho elipsoidu, kterj vznikne ro-
taci dané elipsy kolem osy z (a — hlavni poloosa, b — vedlej$i poloosa):
a) b’z? + a%y? = a?b? b) a?z? + b%y? = a?b?

B e Sy AR ST DRt AR R e - S0 bt ind, T A e R4

136 Parabolickd tse¢ mé zdkladnu a = 4cm a vySku v = 6cm.Vypoditejte |

objem télesa, které vznikne rotaci této sece

a) kolem své zdkladny, b) kolem své osy.

137 Pfimka y = kx a osa z omezuji v intervalu (0;2) trojthelnik, jehoZ rotaci
kolem osy z vznikne kuZel. Uréete hodnotu parametru k¥ € R tak, aby objem
kuzele byl 24r.

138 Parabola y? = 2pz a osa z omezuji v intervalu (0;2) rovinny obrazec, jeho#
rotaci kolem osy z vznikne rotac¢ni téleso. Urcete hodnotu parametru p € R
tak, aby objem tohoto télesa byl 10.

139 Rotaci paraboly y? = 2pz kolem osy z v intervalu (1;3) vznikne parabolick4
vrstva. Uréete hodnotu parametru p € R tak, aby jeji objem byl 12r.

140 Nakreslete mnoZinu v8ech bodi v roviné, pro jejichz soufadnice plati
22 +y2 <4 Ay Sz Ay 2 0. Dostanete tak kruhovou vyseé. Jeji rotaci
kolem osy z vznikne kulova vyse¢. Vypocitejte jeji objem.
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20 Pravdépodobnost a statistika

20.1 Definice pravdépodobnosti, viastnosti
pravdépodobnosti, binomické rozdéleni

Jak3 je pravdépodobnost, Ze pfi hodu minci padne
a) rub, b) lic?

@Ja.ké, je pravdépodobnost, Ze pfi hodu hraci kostkou padne

a) Sestka,
b) sudé ¢islo,

c) Cislo vétsi nez jedna,
d) &islo deset?

3 |Hodime dvéma, kostkami, ¢ervenou a modrou. Jaka je pravdépodobnost, Ze

10

1

12

13

170

a) na obou kostkach padne Sestka,

b) na obou kostkach padne liché &islo,

c) alespoii na jedné kostce padne liché &islo,
d) bude soulet bodi na kostkéch 5,

e) bude soulet bodi na kostkdch mensi nez 57

Hodime dvakrat hraci kostkou. Jak4 je pravdépodobnost, Ze

a) padne alespoii jednou liché &islo, c¢) padne soucet osm,
b) padne dvojice sudych Eisel, d) padne soucet v&tsi nez deset?

Hodime dvakrét hraci kostkou. Jaka je pravdépodobnost, Ze

a) padne pravé jednou Sestka,
b) padne alespon jednou Sestka,

c) padne nejvyse jednou Sestka,
d) nepadne ani jednou Sestka?

Hodime tfikrat hraci kostkou. Jaka je pravdépodobnost, Ze

a) padne pravé jednou Sestka,
b) nepadne ani jednou Sestka,

¢) padne nejvyse jednou Sestka,

d) padne alespoh jednou Sestka?
Hodime t¥emi kostkami. Hra& A vyhraje, padne-li soucet bodi 10, hra¢ B
vyhraje, padne-li soudet bodd 11. Padne-li jiny soudet, nevyhraje nikdo,
hraéi hizeji znova. Ktery z hract ma vétsi pravdépodobnost vyhry?
Hodime tiikrat kostkou. Vypocitejte pravdépodobnost, Ze pii prvnim hodu

padne sudé &islo, pfi druhém hodu padne liché éislo a pfi tfetim hodu padne

Sestka?

Hodime tfikrat kostkou. Vypoéitejte pravdépodobnost, Ze pfi prvnim, nebo

pfi druhém, nebo tietim hodu padne sudé ¢islo.

Jaka je pravdépodobnost, Ze pfi hodu dvéma mincemi najednou padne

a) na obou rub, b) alespon na jedné rub?

a) Jaka je pravdépodobnost, Ze pii tfech hodech jednou minci padne ale-
spon dvakrat lic?

b) Jaka je pravdépodobnost, Ze pfi hodu tfemi mincemi najednou padne
alespoii na dvou mincich lic?

Hodime jedenkrit &tyfmi mincemi najednou. S jakou pravdépodobnosti

padne na dvou mincich rub a na dvou mincich lic?

Kolikr4t musime hodit hraci kostkou, aby alespoii jedna Sestka padla s prav-
dépodobnosti vétsi nez 0,57
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Kolikrat musime hodit hraci kostkou, aby alespoii jedna Sestka padla s prav-
dépodobnosti v&tsi nez 75 %7

Kolikrat musime hodit dvéma kostkami, aby dvojice Sestek padla s pravdé-
podobnosti v&t3i nez 80 %7

Kolikrat musime hodit dvéma kostkami, aby soucet dvanact padl s pravdé-
podobnosti v&tsi nez 50 %7

Kolikrat musime hodit minci, aby pravdépodobnost, Ze padne alespoii jed-
nou lic byla v&tsi nez 0,9997

Hodime pétkrat kostkou. Jakd je pravdépodobnost, Ze Sestka padne prévé
dvakrat?

Hodime desetkrat kostkou. S jakou pravdépodobnosti mezi prvnimi péti
hody nepadne 74dn4 Sestka a mezi Sestym aZ desétym hodem padnou prévé
t¥i Sestky?

S jakou pravdépodobnosti padne pii deseti hodech jednou kostkou alespon
t¥ikrat Sestka?

Rozhodnéte, ktery z piipadii a), b) je pravdépodobné&jsi.

a) Pfi dvaceti hodech kostkou padne Sestka alespon desetkrat.

b) Pii dvaceti hodech kostkou padne Sestka nejvyse desetkrét.

S jakou pravdépodobnosti pfi deseti hodech dvéma kostkami najednou
padne alespoi tiikrat dvojice Sestek?

Co je pravdépodobnijsi? Hodit pfi ¢tyfech hodech kostkou pravé jednu
Sestku, nebo hodit p¥i osmi hodech dv&ma kostkami prévé jednou dvojici
Sestek?

Jaké je pravdépodobnost, ze se Jana a Tomés narodili ve stejny mésic?
(Pocitejte, ze mésic je 7 roku.)

Jak4 je pravdépodobnost, Ze ze skupiny 5 studenti se alespoii dva studenti
narodili ve stejny mésic? (Potitejte, Ze mésic je 15 roku.)

Jaka je pravdépodobnost, Ze se Jana a Tomés narodili ve stejny den? (Na-
rodili se roku 1990.)

Ve skupiné je 10 dév¢at a 18 chlapct. Ndhodné vybereme skupinu 3 stu-
dentd. S jakou pravdépodobnosti jsou ve vybrané skupiné 2 déveata a jeden
chlapec?

Ve tiidé je 30 z&kid. Pravé pét z nich nema domdci tkol. Utitel ndhodné
kontroluje 6 zakii. Vypotitejte pravdépodobnost, Ze nejvyse dva Zaci, které
uditel kontroluje, nemaji doméci takol.

Dvanéct studentii, mezi kterymi je Pavel a Tomas, maji ze svého stfedu
vylosovat &tyiclennou skupinu. Jaka je pravdépodobnost, Ze ve skupiné bude
a) Tom4s, c) Tom4s a Pavel,

b) Toma4s, ale Pavel ne, d) Tomas nebo Pavel?

Sest studentek a osm studenttl, mezi kterymi jsou Jana a David, maji ze {

svého stfedu vylosovat &tyi¢lennou skupinu. Jaka je pravdépodobnost, Ze
mezi vylosovanymi studenty bude

a) Jana a David,
b) Jana nebo David,

c) David,
d) Jana, ale David ne?
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Stielec zasahl cil dvaadevadesatkrat ze 100 vystrel.

a) Jaka je pravdépodobnost jednoho zésahu cile?

b) S jakou pravdépodobnosti strelec cil nezasdhne? :

c) Jaké je pravdépodobnost, Ze pii dvou pokusech zasahl cil pravé dvakrat?

d) Jaka je pravdépodobnost, Ze pfi tfech pokusech zasahl cil alespon jeden-
krat?

Strelec zasahne cil v primeéru osmkrat z 10 ran.

a) S jakou pravdépodobnosti zasédhne cil alespon jedenkrat ze t¥i ran?

b) S jakou pravdépodobnosti zasdhne cil alesponi dvakrét ze tii ran?

c) Kolikrat musi stielit, aby zasahl cil alespoii jednou s pravdépodobnosti,
ktera je v&tsi nez 99 %?

Dva stielci stiileji nezavisle na sobé na cil. Prvni stfelec zasdhne cil s prav-

dépodobnosti 0,6, druhy s pravdépodobnosti 0,8. Kazdy vystieli pravé jednu

rénu. Jaka je pravdépodobnost, Ze

a) Zzadny z nich nezaséhl cil,

b) préavé jeden zasahl cil,

c) oba dva zaséahli cil?

d) Jaky vysledek dostaneme, se¢teme-li pravdépodobnosti z tloh a) az c)?

V poroté jsou tfi ¢lenové. Dva z nich rozhoduji s pravdépodobnosti 0,95
spravné, treti rozhoduje tak, Ze si hodi minci. Jak4 je pravdépodobnost, Ze
celd porota rozhodne spravné (tj. rozhodnou spravné alesponr dva porotci)?
Zérovka sviti se spolehlivosti 0,85 (tj. po uréité dobé sviti jen 85 % zarovek).
Jaka je spolehlivost systému (alespoii ¢ast sviti), jsou-li zapojeny

a) dv& Zarovky sériové,

b) dvé Zarovky paralelné,

c) dvé zarovky sériové a tfeti k nim paraleln&?

Zarovka sviti se spolehlivosti 92 %. Jak4 je spolehlivost zafizeni, ve kterém
jsou tii zZarovky zapojeny sériové?

Pravdépodobnost Gspéchu ur¢ité akce je 0,9. Jaka bude pravdépodobnost,
Ze pti dvojim (pfi trojim) opakovéani akce bude alespoii jedenkrat dosaZeno
aspéchu?

Jaka je pravdépodobnost, Ze ndhodn& vybrané trojciferné &islo je

b) délitelné 57

N&hodné vybereme &tyiciferné &islo. Jaka je pravdépodobnost, Ze se v jeho
zépisu vyskytuje cifra 8

a) sudé,

a) préavé jednou,

b) pravé dvakrat,

a) S jakou pravdépodobnosti ndhodné vybrané dvojciferné &slo neni déli-

telné 5 a neni délitelné 7?

b) S jakou pravdépodobnosti ndhodné vybrané dvojciferné &islo neni déli-
telné 5 nebo neni délitelné 7?7

Z &isel 1 az 50 vybereme ndhodné jedno ¢&islo. S jakou pravdépodobnosti je
délitelné

a) Sesti,

c) alespoii jednou,
d) na druhém mist&?

b) osmi, c) Sesti a osmi, d) Sesti nebo osmi?
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U £ TRULCPULRUUTOSE 4 statisiika

S jakou pravdépodobnosti polopfimka vedend z bodu A m& s kru¥nici
k(S;3cm) alespoi jeden spoleény bod? Reste pro piipady, Ze

a) |AS| =6cm, b) |AS| = 3cm, c) |AS| =2cm.

S jakou pravdépodobnosti protina pfimka vedend po&atkem soustavy sou-
fadnic use¢ku BC, kde B([1;2], C[6;—3]?

S jakou pravdépodobnosti polopfimka vedend z potatku soustavy soufadnic
ma4 s elipsou (z — 3)% + 0,375y? = 1 alespoi jeden spole¢ny bod?

Krychli o hrané @ = 4 cm obarvime modrou barvou a potom ji rozieZeme na
malé krychli¢ky o hrané a; = 1cm. Malé krychlicky zamichdme a ndhodn&
vybereme jednu krychli¢ku. Jaka je pravdépodobnost, Ze vybran4 krychli¢ka
a) m4 obarvenou pravé jednu sténu,

b) mé& obarvené pravé dvé stény,

c) ma obarvené pravé tii stény,

d) m4é vSechny stény neobarvené?

e) Vypoditejte souet pravdépodobnosti z tloh a) az d).

Krychli o hrané a = 4 cm obarvime Cervenou barvou a potom ji rozieZzeme
na malé krychlicky o hrané a; = 1cm. Malé krychlicky zamichdme a na-
hodné vybereme osm krychli¢ek. Jaka je pravdépodobnost, Ze z vybranych
krychlic¢ek lze sestavit novou krychli o hrané a; = 2 cm,

a) kterd bude celd ervend,

b) kterd nebude obarvena,

¢) kterd bude mit pravé jednu sténu cervenou?

V osudi je 5 Cervenych a 3 bilé koule. Z osudi v prvnim tahu vytdhneme
jednu kouli, pfi druhém tahu vytdhneme opét jednu kouli. S jakou pravdé-
podobnosti vytdhneme ve druhém tahu éervenou kouli, jestlize po prvnim
tahu kouli

a) vracime, b) nevracime?

Maéme dvé osudi. V prvnim osudi jsou 3 modré a 5 ¢ernych kouli, ve druhém
jsou 4 modré a 6 &ernych kouli. Z kazdého osudi vytdhneme jednu kouli.
S jakou pravd&podobnosti budeme mit jednu modrou a jednu &ernou kouli?

Mame dv& osudi. V prvnim osudi jsou 3 modré a 5 &ernych kouli, ve druhém
jsou 4 modré a 6 &ernych kouli. Z prvniho osudi vytdhneme jednu kouli
a ddme ji do druhého osudi. S jakou pravdépodobnosti potom vytdhneme
ze druhého osudi modrou kouli?

V osudi je 20 kouli, ze kterych je pravé 5 Zlutych. Vytdhneme najednou
2 koule. S jakou pravdépodobnosti

a) jsou obé vytaZené koule Zluté,

b) je mezi vytaZenymi koulemi pravé jedna zluté,

c) mezi vytaZenymi koulemi neni zZadné Zluta?

d) Vypoditejte soudet pravdépodobnosti z tloh a) az c).

V osudi je 10 kouli, ze kterjch jsou pravé 3 zelené. Vytdhneme najednou
tfi koule. S jakou pravdépodobnosti

a) je mezi vytaZenymi koulemi alespon jedna zeleni,

b) jsou mezi vytaZenymi koulemi alespon dvé zelené?
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20. Pravdépodobnost a stalistika
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V osudi je 8 &ervenych a 6 bilych kouli.

a) Vytdhneme postupné tfi koule. Po kazdém tahu kouli vracime. Jaké je
pravdépodobnost, Ze postupné vytédhneme kouli ¢ervenou, bilou, Cerve-
nou?

b) Vytdhneme postupné tii koule. Po kazdém tahu kouli nevracime. Jakd
je pravdépodobnost, Ze postupné vytdhneme kouli éervenou, bilou, Cer-
venou?

¢) Vytahneme tfi koule najednou. S jakou pravdépodobnosti jsou ve vyta-
7ené trojici kouli dvé Cervené a jedna bila koule?

V osudi jsou v dostatetném mnozstvi stejnym poctem zastoupeny koule
bilé a cervené. Ndhodn& vytdhneme 2 koule najednou. Bez ohledu na pocet
kouli v osudi dokazte, Ze pravdépodobnost, Ze vybrané koule jsou

a) obg Zervené, je vidy mensi nez 25 %,

b) riizné barvy, je vidy vétsi nez 50 %.

V bedné je 40 vyrobkf, z nichZz pravé 6 je vadnych. Néahodné vybereme
5 vyrobki. S jakou pravdépodobnosti

a) budou mezi 5 vybranymi vyrobky pravé tii vadné,

b) budou mezi 5 vybranymi vyrobky alespon dva vadné,

¢) bude mezi 5 vybranymi vyrobky nejvyse jeden vadny?

V loterii vyhravé 4. cenu ten, jehoz vyrobni ¢islo losu kondf stejnym dvoj-
&islim, jako je dvojéisli, které bylo vylosovano. S jakou pravdépodobnosti
vyhrajeme alespoi jednu 4. cenu, koupime-li si

a) jeden los, b) pét lost?

Koupime si po jednom losu ve dvou tomboléch. V prvni tombole vyhrava
kazdy deséaty, ve druhé tombole vyhrava kazdy padesaty los. Jaka je prav-
dépodobnost, Ze

a) vyhrajeme na oba losy,

b) vyhrajeme alespoii na jeden los,

¢) nevyhrajeme na zadny los?

V tombole je 30 cen (vyhrévé 30 losi). Bylo prodéno 500 losi. Pan Novak
si koupil 3 losy. Jakd je pravdépodobnost, Ze

a) na viechny tfi losy vyhraje,

b) vyhraje alespon jednu cenu?

Loterie m4 10000 lost, z nichz pravé 20 vyhrava. S jakou pravdépodobnosti
alespon néco vyhrajeme, koupime-li si 4 losy?

Stroj vyrobi jednu soudastku za dvé minuty. Pravdépodobnost, Ze soulastka
je vadna, je 0,05. Jaka je pravdépodobnost, Ze za sménu (8 hodin) vyrobi
stroj pravé 10 vadnych souléstek?

Dlouhodobym pozorovanim bylo zjiténo, Ze pravdépodobnost narozeni
chlapce je 0,485, pravdépodobnost narozeni déviete je 0,515. Jaké je prav-
d&podobnost, %e rodina, kterd ma tfi déti, ma

a) pravé tfi dévcata,

b) dva chlapce a jedno dé&vée,

c) alespon jednoho chlapce,
d) alespoit jednu divku?

Student dostal test, kterj obsahuje 10 otazek. Ke kazdé otdzce vybird ze
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t¥i moznosti pravé jednu odpovéd. Jaké je pravdépodobnost, Ze student
zodpovi pravé polovinu otézek spravné, voli-li odpovédi zcela néhodné&?
Student dostal test, ktery obsahuje 10 otazek. Ke kazdé otézce vybird pravé
jednu odpovéd z moznosti a, b, ¢, d. Jaka je pravdépodobnost, Ze student
zodpovi alespoii 70 % otazek spravng, voli-li odpovédi zcela nidhodn&?

Lék Gsp&sné 16¢1 90 % piipadi onemocnéni. Vypocitejte pravdépodobnost,
7e se vylé&i alespon 18 pacientii z 20, kterym je lék podan.

Kli¢ivost semen ur&itého druhu mrkve je 96 %. Jaké je pravdépodobnost,
e vykli¢i alespon 25 semen ze 30 semen, které jsme zasadili?

V obchodé zjistili, ze pravdépodobnost dodavky s vadnymi vyrobky je 0,08.
Uréete pravdépodobnost, ze mezi 20 dodévkami budou

a) pravé dvé dodavky obsahovat vadné vyrobky,

b) nejvyse dvé dodavky obsahovat vadné vyrobky.

Statistika

20.2 Aritmeticky pramér, modus, medién, smérodatna
odchylka, variaéni koeficient

Ve tfidé 1. A je 15 chlapcii. Udaje o vysce chlapcl udava nasledujici tabulka:

Vyska (cm)| 160-164 165-169 170-174 175-179 180-184
Podet zaki 2 5 4 3 1
Vypoditejte primérnou vysku zéka, urcete modus, median.

Pan Dvorak jel automobilem prvnich 20km rychlosti 80 km-h~!, dalsich
30km rychlosti 90km-h~!. Vypocitejte primérnou rychlost jeho jizdy.

V testu pii zkousce dostalo 15 studentii zndmku 1, dalgich 35 studentt do-
stalo znamku 2, znamku 3 dostalo 30 studenti, 15 studenti dostalo zndmku

4 a zbylych 5 studentt dostalo znamku 5. Vypocitejte primérnou znadmku
z testu, modus, median. Vysledky testu znézornéte graficky.

Pii kontrole hmotnosti susenek bylo zkontrolovano 10 krabic se suSenkami
a zjistili se nasledujici hodnoty: 250 g, 247g, 251 g, 249¢, 252¢g, 248 ¢, 2518,
250g, 251 g, 248 g. Vypoditejte primérnou hmotnost krabice susenek, smé-
rodatnou odchylku a variaéni koeficient.

Pramérny mési¢ni piijem byl zjistén ndhodné u 20 osob. Vysledky zachycuje

nésledujici tabulka:
Piijem (K&) 0-2000 2001-4000 | 4001-6000 | 6001-8000
Cetnost 0 3 6 4 ‘

PTfjem (K<) | 800110000 [10001-12000] 12001-14000 | 18 001-20 000 I
Cetnost 3 1 2 1

Vypoditejte primérny pijem, modus, median a smérodatnou odchylku.
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Zéakladni poznatky o vyrocich a mnozinach

1.1 Vyrok, operace s vyroky

a) Ano; b) ano; c)ne; d) ne.

2 a) Soudin dvou zapornych redlnych &isel neni kladny.  b) Cislo v/18 neni dvojnasobkem

10

1

12
13
14

15

16
17

18

&sla /3. c) Pfimka y = 2z — 1 prochézi bodem [1; —1]. d) V10 < 3.

a) Nepravdivy; b) pravdivy; c) pravdivy; d) nepravdivy.

a) 10>8A8>5 b)3d<nv3=mx c)100=2-50A2-50=4-25;

d) AKLM ~ APQRA APQR ~ AXY Z.

Plati implikace A = B, plati B, potom o platnosti A nelze nic Fici. Tedy vyrok, ,Jana je
nemocna® miiZe byt pravdivy i nepravdivy.

a) Pravdivy; b) nepravdivy; c) pravdivy; d) pravdivy.

a) Musi platit vyrok B. b) Nesmi platit vyrok B.

a) Je; b)je; c)neni; d) je.

1.2 Obménéna implikace, obrdcena implikace

a) Obracené: Jsou-li dand dv& pfirozena ¢isla lichd, potom je jejich souéin liché ¢&islo.
Obménéna: Nejsou-li dana dvé pfirozena &isla obé licha, potom jejich soudin neni liché
&islo. Plati implikace ptivodni, obracena i obménéna.

b) Obracena: Jsou-li Ghlopfitky v konvexnim &tyfdhelniku navzéjem kolmé, potom se
jedna o koso&tverec. Obméndna: Nejsou-li Ghlopfitky v konvexnim ¢tyfdhelniku na-
vzéjem kolmé, potom se nejedna o kosoltverec. Plati implikace pivodni a obménéna,
neplati obracena.

c) Obrécena: Je-li &islo vét3i neZ 5, potom je i jeho druha mocnina vétsi nez 5. Obménéna:
Neni-li &islo v&t3i neZ 5, potom i jeho druh4d mocnina neni vét3i nez 5. Neplati implikace
ptivodni a neplati implikace obménénd, plati implikace obrécena.

1.3 Negace sloZenych vyroki

a) Nepfijde Alena nebo nepfijde Barbora. b) Nepfijde Cyril a nepfijde David. c) Pfijde
Eva a nepfijde Hana. d) Pfijde Jan a nepfijde Iva nebo pfijde Iva a nepfijde Jan.

a) Cislo 50 neni délitelné 15 nebo neni délitelné 5. b) Cislo 50 je délitelné 15 a je délitelné
5. c) Posledni dvojé&isli pfirozeného &isla je délitelné 4 a &islo neni délitelné 4. d) Cislo
je d&litelné 6 a neni délitelné 2 nebo 3 nebo &islo neni délitelné 6 a je délitelné 2 a 3.

1.4 Vyroky s kvantifikGtory

a) Pravé; b) nejvySe; c) aspoil.

a) Existuje; b) kazdy.

a) Druhé mocnina kaZdého reilného &isla je &islo kladné. Neplati, sta&i zvolit = = 0. .

b) Druhé odmocnina z druhé mocniny libovolného realného &isla je rovna jeho absolutni
hodnoté&. Plati. s

¢) Ke ka?dému redlnému &islu z existuje redlné ¢islo y tak, Ze sou&in z -y = 10. Neplati,
stadi zvolit x = 0. i

d) Pro ka#d4 dvé realné &isla plati: &isla se sob& rovnaji pravé tehdy, kdy#% se rovnaji ;]eleh
druhé mocniny. Neplati, protoZe rovnaji-li se sob& druhé mocniny, jesté se nemusl sobé
rovnat &isla. Napt. (—4)2 = 42 ale —4 # 4. )

e) Pro kaZda dvé kladna redlna &isla plati: je-li a < b, potom je i a? < b2. Plati. .

f) Existuje takové realné &islo z, Ze pro viechna realna &isla y plati z-y = y. Plati, z = L

a) NejvySe p&t ... b) ... mé aspofi Sest ... c) ... ma nejvySe dva nebo asponi EtyTi ...

d) Pro ka%dé realné &islo neplati ... e) Existuje prvoéislo, které neni liché.

1.5 Operace s mnozZinami - prunik, sjednoceni, rozdil, dopinék
a) My = {1;2;3;4}; b) Mg = {£5}.

M; N Mz = {10}; M; UMz ={1;2;3;4;5;6;8;9; 10; 12; 15; 20; 30; 60} ;

M2 — M; = {8;9}.

A ={0;1;2;3;4;7}, B={1;2;3;5;6}.
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19 (—oo0; —3) U (5; 00).
20 a) (=2;2); b) {2} ¢) (=7;5); d) (=200); e)(2;5); f)(2;5);
g) (—o0; =T)U (2;00); h) (=7;-2).

2 Zdékladni typy rovnic a nerovnic

2.1 Lineéarni rovnice a nerovnice

1a) {1}; b){4}; ) {3,25}; d){2}; e) {4}
f) (—2;00); g) (—o0;1).

2.2 Rovwvnice a nerovnice v souéinovém tvaru

2 a) {£3;3}; b) {£5v2}; c) (—o0;—2) U (6;00); d) (—00;—2) U (4;00); e) (—T;00);
f) (—oo; &) — {0} g) (—o0;—3)U(2;3); h)R.

2.3 Rovnice a nerovnice v podilovém tvaru
3a) {31 b){-5% o) (=23); d) (~o0;=T)U(§;00); e) (—o0;—4)U(0; ) U (6;00);
£) (—1;4) U (1; 00).

2.4 Kvadratické rovnice
42) {0-3% b) {2} 9 (-LEh 9 {-12v2h o {ik DG
g) {-v3-1,-v3}
h) D=12+4V3+1-8V/3=12-4V/3+1=(2V3-1)2 = z € {~1; —-2V3};
) D=2-2V2+14+4vV2=2+2vV2+1=(vV2+1)? = z € {~1;V/2}, nebo lze Fedit
vytykdnim; j) {2; %}
5 = dosadime.

2.5 Vztahy mezi koFeny a koeficienty kvadratické rovnice

6 a) k(z2+2—6) =0, kde k € R—{0}; b) k(z2 — 2z —2) =0, kde k € R — {0};
c) k(z? +2z+1) =0, kde k € R— {0}; d) k(22 —5z) =0, kde k € R — {0};
e) k(5022 — 20z + 1) = 0, kde k € R — {0}.

7 2,=-3,p=5.

8 2 =4, q=—4.

9 bh=+49.

10 m = +6.

Mag=-1B6=%

12 a) #4—%:%22:—%; b) 2 + 23 = (z1 + x2)? — 2z122 = —6.

13 a) k(522 + 24z + 45) = 0, kde k € R—{0}; b) k(522 — 22z + 26) = 0, kde k € R—{0}.

2.6 Kvadraticky trojélen

14 a) (z - 3)(z - 2) g) (z—5)2 m) (2z —1)(z + 1)
b) (z +2)(z +5) h) (z +2)2 n) (3z —2)(z —5)
c) (¢ = 2)(z +4) i) (z—3)2 0) (8—2)(z+1)
d) (z—1)(z+11) i) (2z +1)? p) 2z -5)(3—=z)
e) (z—1)(z+2) k) (4z — 5)(4z + 5) q) nelze v R rozlozit

f) (z—6)(z —5) 1) 15z(z — 2)
15 a) (+1)2 4 5= proz = —1 min. 5; b) proz = -2 min. 0; c)proz = % min. —%;

r) nelze v R rozloZit

d) 4(z — %)2 —1=proz= —é- min. —1; e) proz = —1 min. 8; f) pro 2 =2 min. —7;
g) “2($—%)2 + % = proz = % max. —é;

16a) S le#4-2] b)—1[z#—-6;-5-3;-1;2].

h) pro z = 1 max. 4; 1i) pro z =0 max. —16.
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2.7 Kvadratické nerovnice
17 a) (—o0;—3) U (5;00); b) (=2;1); o) (=4 2); d) (1-V31+V3); e) (1;2);
f) R g) {3} h)(—o0—-3)uU(0;o0); i)(-3:i3) i)0.

2.8 Rovnice s neznémou ve jmenovateli
18 a) 0; b) {3}; c) R— {+£1;0}.

2.9 Nerovnice s nezndmou ve jmenovateli

19 a) (0;1); b) (—4;1); ) (—o0;—=3)U(0;1); d) (—2—v3;—-2+V3); e) (-1;1); f) 0.

2.10 Rovnice s nezndmou pod odmocninou

20 a) {1}; b) {-54} o {5} d) {2k e {—3h D& g {5} h) {-3)}
) {3h D15
2.11 Nerovnice s neznaémou pod odmocninou
21 a) Umocnime = 22 —4 < (z +1)2 = = 2 —3. Ur¢ime podminky: 22 —420Az+1 2
20=2 22, tedy = € (—3;00) N (2;00) = = € (2;00);
b) (—§;-1)U(L;00);
c) UvaZujte dva p¥ipady. Pro  + 1 < 0, nelze nerovnici umocnit, sta&i aby =2 + 3z >
2 0=z € (—o00;—3). Pro 2+ 1 2 0 postup jako a) = & € (—00; —3) U (1; 00);
d) (=00;=2) U (5;00).

2.12 Rovnice s neznamou v absolutni hodnoté

22 a) {£7}; b) {-2;4}; c) {-5;-3}; d) {-=—6;—x+6}; e) {-3;3}; f) {48}
g) {-3+2v3;1}; h) {511} i) 0; j) (T;00); k) (—00;2); 1) (§;00);
m) {1;3};
n) {=4}; o) 0; p) {17} Q) {2k 1) (5:4) ) {ZHE ) {01} w) {12}
v) {0;1}.

2.13 Nerovnice s neznamou v absolutni hodnoté

23 a) (—o0;—6)U(6;00); b) (1;5); c) (—12;2); d) (—o0; —2 — 4v/3) U (2 + 6V/3;00);
e) (3;1); ) (=5:-2); g) (—o0;—2)U(l;00); h) (2= VT;2+VT);
i) (=005 =3)U (3;00); j) (=1;2); k) (3;00); 1) (=1;1).

2.14 ReZeni rovnic metodou substituce
24 a) {£1;42}; b) {-1;2}; c) {£2}; d) Subst. a = ¥z = /x =a? =z € {16;81}.
25 a) {£Vv2}; b) {-1£V5}; c) {0;£1;2}; d) {-2;4}.
26 a) {—6;4}; b) {-3;2}; <) {5}.
27 a) {+V2}; b) {4+2V3 =2V} o) 27} d) (-1} e) {—4-1} ) {3}

2.15 Reciproké rovnice

28 a) Upravte: 2(z3 + 1) —3z(z +1) =0 = 2@+ 1)(z2 —z+1) - 3z(z+1) = 0 =
= (z+1)(22® -2z +2-3z) =0 =z € {-1;1;2}; b) {-2 -1;—-3}; ¢) Vytknéte:
6(z* +1)+17(z3 +)+ 1722 = 0. Nyni rovnici délte 22 = 6(z%+ X)) +17(x+ ;) +17 =0.
Zvolte subst. = + % = a. Potom z2 + ;12- =a?2 -2z € {-2 —%}; d) {%;‘-12-;2;3}.

29 K=-5AL=6=>z€{-2-31;3}
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2.16 Soustavy rovnic

30 a) [3;2]; b) [44); <) [%-12; ) [47; €0 )[4 2=8]teR.

31

a) [1;2;—2]; b)[2;4;—-1]; <) [0;0;0]; d)[3;0;2]; e)@; f)[t;1—2t;14¢,t€R.

32 a) [1;2;-2;3]; b) [1;0;—2;1].
33 a) (2,11 b) (28] (32 <) [1;3] (31 d) [5v3;£5v2]; [-5v3;£5V2);

e) [6:4); [-6;—4]; ) [1,2); [-1;-8) o) [-21] [1; -2} h) [6:2]; [ —F);
DB SEE ) B2 2455 L2 =525 1) [0:4); 31

2.17 Regeni soustav rovnic metodou substituce

34 a) [1;3); b)[3-2 o) [ teR d)[31].
35 a) [3;5:3) Db)[6:-3;2]
36 a) [—13;1], [-13;5], [9;1], [9;5); b) [5;2], [2;5], [-5; —2], [-2; —5].

37

39

182

a) [5;4]; b) [6;4]; <) [2;100], [-2;100]; d) [3; 5], (&5 —-%2)

2.18 Soustavy nerovnic

a) (=3;1); b) (47) ©) (3;00); d) (3;4); e) (=3;-1) — {-2}

£) 1-v3ZE-DUL1+v3); g (53 h) (—oo;—1)U(};1); i) (—1;0) U(6;00);
) (=24 — {1} k) (-1;2)U(6;9); 1) (-T;—F)U(=3%:3).

Yy Y
a) A by A
1
1 —
o\ 5 'z [o)
|
2 Y IO S SEg
P
/
K feSeni ulohy 39
40
Yy
c) A a)
2/l
= 73 Tz
R
2/
/é,_/// p2
p1
K feSeni dlohy 39 K feSeni ulohy 40

- SERe Lo

+

K feSeni ulohy 40

2.19 Slowni tulohy

41 8. 42 Plati. 43 % 44 49; 1. 45 4;6;8. 46 15 schodi po 24cm.
47 Za 14 dni. 48 200. 49 a =12cm, b= 10cm. 50 Jana 15 let, Martin 5 let.
51 O 10%. 52 a) Vzrostla o 8%; b) vzrostla o 8%; c) tlohy a) i b) jsou stejné.
53 a) Za 1h 12min; b)za 1h; c¢) 2h 10 min.

54 1. roura...6h, 2. roura...4h. 55 42%. 56 201. 57 151

58 V 9h 15min ve vzdélenosti 100 km od A.

59 v; = 120km-h~!, vo = 90km-h~!. 60 v =12km-h~!; ¢t =4h 10 min.

3 Rovnice s parametrem

3.1 Linedrni rovnice s parametrem

1a)z-(a—4)=a?2-16 c)z-(2a—1)=-2(2a—1) e) z-(a+4)=—-1(a+4)
a=4 z €R a=0,5 z €R a=—4 z €R
a€R—{4}|z € {a+4} a € R—{0,5}|z € {-2} a €R—{-4}|z € {-1}
b) - (2a+1)=5 d)z-(a®2-1)=1-a f) z-(a® —3a) =a—3
a=-05 zel a=1 z€eR a=0 z€eD
a€R—{~—0,5}a:€{2—as+—l} a=-1 zel a=3 z€R
aER—{:tl}xe{f_—'_l—l} a€R—{0;3}|z € {1}

22>0prop € (—o0;—-1)U{l}. 3 m=7 4p-(¢g—1)=1-2q .
g=1 z€0D

1-2
geR—{1} |2 €{=5}

3.2 Rovnice s nezndmou ve jmenovateli

5 Je-li neznama ve jmenovateli, musime nakonec bud provést zkousku, nebo ovéfit podminky.
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Tak dostaneme dal$i hodnoty pro parametr, pfipadn& pro z, které musime zaradit do
diskuse.

a) z-(m+1)=2(m2—1) c) —2z-(m+1) =m(m+1)

m=-—1 z € R—{-2} m=-1 z€R—-{-1}

m € {0;1} z€el m € {0; 2} zel

m€R—{0;£1} |z € {2m — 2} m € R—{-1;0;2} |z € {—}m}
b) & (m+1) = (m+ (m—2) d) 2 (m—2) = —3(m+ 1)(m —2)

m=-1 z € R — {*1} m=-1 z€D

m=1 z€D m=2 z € R— {0}

meR—{x1} |z € {m -2} meR—-{-1;2} |z € {—3m — 3}

3.3 Rovnice s neznaGmou pod odmocninou

Umochovani neni ekvivalentni Gprava, proto musime udélat zkousku dosazenim. Nezapo-
meiite, Ze Va2 = |a|.

a) 2pz = 2p — p? c) 4pz = 3p?
p=0 zeRY p=0|z€RT
p< -2 z€el p>0|zecl
pZ—2Ap#0|ze{1-Lip} p<0|z€ {{p}
b) pr=p® +p d) 4z(l+p)=p*+p
p=0 z €Ry p=-1 x € (—o0; —0,5)
p<lAp#0|z€0 p<OAp#—-1|z€®
p21 z€{p+1} p20 z € {37}
3.4 Nezndma v absolutni hodnoté
a) VkeR:z € {k—2;k+2} ) [e=o0 z€R
ke R—{0} |z € {-k}
D) [k <o z€D D = z€R
k20|z€{5—k;5+k} k€R—{7}|z € {3(k—3)}

3.5 Soustavy rovnic

%) a=0,5 {1+ 2y;9], y €R} €) a=3 {[z;3—=z], z € R}
a=-05 0 a=-% 0
o€ R—{+05} | {[z=h7 a5l a € R—{+3} s i)}

b) a=-2 {[1+3y;¥], y € R} d) a=05 {[z;z— 3], z € R}
a=2 0 a=-05 0

a € R- {2} | {[=5i 7551 a € R - {0,5} | {[324}; 5=51)

p= 82y ot pe(—ooi-3). 10 z= R y= 5B spe{-§1)
3.6 Kvadratické rovnice s parametrem
M a=-3 potomz=—-1. 12 D=52+26—47 = b€ (—o0; —1 —4V3)U(~1+4V3;00).
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13 D=c?—6c—16=>ce {—2;8}. 14 D =—4d? +36 = d € (—oc0; —3) U (3; c0).
15 Pro p = 1 je rovnice lineérni, potom « = 3 .Prop # ;1; je D=4(4p> +3p—1) =
pro p € (—oo; —1) U (4, 3) U (3 ; 00) ma rovnice dva rizné reilné kofeny,
prop € {-1; 4} ma rovnice dvojnasobny redlny koren,
prop € (—1; %) nema rovnice v R FeSeni.
16 z = 0 dosadit, potom pro a = % jexa = %, pro a =3 je 3 = 3.
17 a) D>0Az14+22>0Ax1 22 >0 —4ac>0A -2 >0A 2> 0=>te(3;1).

b) D>0Az1+z2<0Az1 22 >0=1€(3;00).
c) D>0Az1-z2<0=>t€(1;3).

B +2=0=>-2=0=3m=-3 19z m=1=><=1=>m=14.

3.7 Nezndmad ve jmenovateli (po upravé kvadraticka rovnice)

20 Je-li nezndma ve jmenovateli, musime nakonec bud provést zkousku, nebo ovéfit podmin-
ky. Tak dostaneme dalsi hodnoty pro parametr pripadné pro x, které musime zaradit do

diskuse.
a) (2—a)z? -4z =0 ) (2—a)z? + (a® — 4a)x + 203 =
a € {0;2;4} z € {0} a=0 z€D
a € R—{0;2;4} mG{O;—zf—a} a=1 z € {2}
a=2 z € {4}
a €R—{0;1;2} |z € {2q; n}
b) 22 —-2a+1=0 d) (a—1)z?+(2—2a)r+a=0
a=0 rovnice nema smysl a=1 rovnice nema smysl
a=1 z € {1} a=0 z € {2}
a205Aa#1l|z€{+V/2a—1} a>1 zeD
a<05Aa#0|ze0 a<lAa#0|ze {1+ Y52}
4 Funkce

4.1 Definice funkce

a) f1 je funkce; b) fa je funkce; c) f3 neni funkce, protoze napf. [4;2] € f3 A [4;—2] € f3;
d) f4 je funkce.
2 a) Je funkce; b) neni funkce; c) je funkce; d) neni funkce.

--

4.2 Rovnost funkci
3a)f=gVvR; b)f#g,protoze Dy # Dg; c) f # g, protoze Dy # Dy.

4.3 Definiéni obor funkce

4 D(fi)=R D(f6) = (—2; ) D(f11) = (3;0)
D(f2) = R— {3} D(fr) = (—00; =2) U (};00) D(fi2) = (—4;0) — {4}
D(f3s) =R—-{-1;3} D(fs) = (—00; —2) U (3; 00) D(f13) = (—3;0)
D(f4) =R D(fo) = (3;0) D(f14) = (3:0)
D(fs) =R—{-7;1} D(fi0) = (—4;10)
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5
7

8
9
10
1

12
13
14

15

16
17

18

19
20

21

23

24

26 Vz €R: 0 < fi(z) £ 5;

27
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4.4 Hodnota funkce, obor funkénich hodnot

f(-1)=-3,f8) =1, f(V2) =6+5V2. 6 f(-2) =—6, f(}3) = -, f(2V3) =22V3.
9(1) =4; 9(a) + g(2) = 3a% + 14; g(b%) = 3b* + 1;
gla+2) =3a% +12a+13; [g(b)]2 = 9b* + 6b2 + 1.
a) 1 = —7,xz2 =5; b) z € R neexistuje; c) z; = 9+2‘/§, x9 = _132"/5.
a) z1 =1, 22 =5; b)m:%; C).‘B:%.

a)2; —3;5€H; b)me{*V3}; c)ce{-3; -3}

a) D(g1) = (=2;3); D(g2) =R; D(g3) = (—o0; —1) U (0;2);
H(g1) = (0; 1) U {2}; H(g2) = (—o0;2) — {0}; H(gs) = (-o0;0) U {3}
b) 1 =1,5; z2 € (—2;0); z3 €.

4.5 Funkce slozenda

a) 19; b) 30; c)22; d)12; e)3a2+9a+7;
a)2; b)h(z)=(z+1)*+1AR(-2)=2.

a) —2y/z+3; b) V/=2z+3; c)4y/z—-3; d) V-2z+3;
f) vV/—2vz +3.

f) 962 + 15b + 6.

e) —2¢/—2z +3+3;

a) hi(z) = vz +2, D(h1) = (=2;00); b) ha(z) = vz +2, D(h2) = (0; 00);

¢) ha(e) = Va3 -1, D(ha) = (~3;00); d) ha(®) = vE=1+3, D(ha) = (1; c0).

a1 =2; a2 =-3,5.

a) vn&jsi f(x) = 6x —4 d) vnéjsi f(x) = logx g) vnéjE f(z) = 22 — 4z
vniténi g(z) = /= vniténi g(z) = = vnitini g(z) = logz

h) vné&jsi f(z) = 28

b) vneiE -
) vnéjEi f(z) =z i Sl O

vnitfni g(z) = 2% — 4z
c) vn&jsi f(z) = «?
vnitini g(z) = logz

e) vngjsi f(x) = 5%
vnitini g(z) = /=
f) vn&jsi f(z) =

vnitfni g(z) = 5%

4.6 Vlastnosti funkci
Rostouci, klesajici funkce

hy roste v (—2;0), klesd v (0;4);
h3 roste v (—o0; 0), roste v (0; co). )
Vi, z2 ER:z1 <29 =221 — 1< 222 — 1= y1 < ya2.
Vzy,z2 € R: 21 <z = =31 +6 > =322 + 6 = y1 > y2.

ha roste v (—3;3), klesd v (—4; —3), klesa v (3;4);

Prosta funkce

f1 prosta v R; f2 neni prostd v R; f3 prostd v R; f4 neni prosta v R.

hi prosta v (0;4); ho prostd v (—3;3); ha prostd v (—oo;0), (0; c0).

Sudég, licha funkce

hi lichd v R; hs suda v R; hg lichd v R;

hg sudd v R; he lichd v R — {£2}; hyo licha v R;

h3 licha v R — {0}; h7 suda v R; h11 neni sud4, neni licha;
hg lichd v R; hg neni sudé, neni lich§; h12 sudéd v R.

g1 je sudd v R; g2 je lichd v (—3;3); g3, g4 neni suda, neni licha.

Omezené funkce
g1 omez. v R; g5 neni omez. v R;
g2 omez. v R; g omez. zdola v R;
g3 omez. v R; g7 neni omez. v R; gi1 neni omez. v R— {0}; g15 neni omez. v RT;
g4 omez. v R; gg omez. shora v R; g12 omez. zdola v R — {0}; g16 omez. shora v Rt.

Vz € (—5;3): 0 < fa(x) £25; Vz€Rto: 0 < f3(z) < 1.

g13 omez. zdola v R;
g14 omez. zdola v R;

g9 omez. zdola v R;
g10 neni omez. v R;

Maximum, minimum funkce

f1: v R nema max., nema min.; fe: pro z = 0 je hodnota min. 0;

f2: pro z = 0 je hodnota min. —1; f7: nema max., nemé min. v R;

f3: nema max., nema min. v R; fs: pro = 1 je hodnota max. 0;

f4: pro z = 0 je hodnota min. 1; fo9: nemé max., nema min. v R — {—1}.

fs: pro £ = 0 je hodnota max. 4;

28

29

Vlastnosti funkci — opakovéni A
a) Hy = (—2;00);

b) Py neex.;

c) omez. zdola;

d) max. neex.;

e) pro z = £3 je hodnota min. —2;

f) neni prosta v D; f ol 1 f 3 >
g) napf. je prosta v (3;00); :/ \/
el 90N
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4.7 Vztahy mezi grafy funkci
Yy Yy
a) ﬂ\ b) A
WL [ 5
I
: 2 _/ /N- ==
|
! L - AT
—6 -3 0O 3 5 ¢ -5\ _1/3 Ed
-2
Yy Yy
<) {k d) A
|
o1 4 6 :
= | | LS
| |
X Ao o/,
—3N+———1— : >
\L_/ = L/
Yy y
e) A f) A i
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__._3 .
2 |
\ 1\ 25 ! LN o
—2,5\/ 15\ 5 =z -5 -3 —-1J0 3 5 =
~3
Y Yy
i) A j) A
2
\ 7 - X/ | NZ o
—5 N\ —3 o 3/5 "=z —5 -3 0O 3 5 =z
—2
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4.8 Linedrni funkce
30 fry=2z+1. 31 g:y=-3x+5. 32 h:y=2x+3.
33 gi: y=4x, g:y= -3z, g3:y=2x+4, g4:y=—%a:+5, g5: Yy =2x—2
goy=2z+1, grny=3 guy=0
34 f=fiUufaUfs
firy=zxz+5Az€(-5;0)
f2:y=—%(l!+5/\$€(0;4)
fary=—-5Az€ (4;,00) 5

K feSeni ulohy 34

b) A
1 I /
I
4t —-9 |
3 |
Y | |
1,5I |
| ! 1 >
-3 O 2 5 z

H = (1,5; 3)U{4}U(5,5; c0)
K FeSeni ulohy 35
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36 y

37 a)y=2zx—3; b)y=2z+3; c)y=—-2z—3; d)y:—%x+%.

38 ac (-2;2).

fi(z)

Z

O2 ¢

39 b (-5;15).
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Graf linedarni funkce s absolutnimi hodnotami

40

Yy K
N A ,f2 A
\ 4 7/ N f
N / / 3
\NT7
% 2
\\/ , fa
> > S
=9 o 2 x _5\\ ) "/1 x
N\ 7/
N,/
v i3
Yy
A
6____
|
|
my |
. |
| 0 .
b =1 3
37z 1-2
Yy
A
AT3 A g3
N\ // *.7 \\ 7/
\,/ 1 \\/ 92
_\—;9\?/ C
-3
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A
5
fa(z)
. PR
/ 0 2 Tz

Y ha
A \ s
/
hi \ /
\ /
\"
-1]0 3 >1'
Yy
A
—1:

Yy
g4
1
=3 =111 3 Tz
Y
b) A
I
|
1 |
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L oo b 4

42 y
hi
1
R T
Yy
A
ha
—C) 1 O
11 o Tz
-1
43 yA .
2 =0
11 e=o
123 <«
o--:_j -2
Yy
A g5
2+ =0
112 =
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Linedrni interpolace
44 4,6096. 45 0,9224.
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4.9 Kvadraticka funkce

k2

L @il C

46 y= -3z +152—14. 47 y=22+2c—3. 48 y=222-8 49 y=-32243z+41.
50 y = —2z2 +12z. 51 g(—2) =g(6) =15. 52 y =422 —z +5.

53 a) y=—a2+2z+3; b)y=2x2+2z-3;

54
A
/fl
3
/O Qs
GNT 4 >
Yy
A fs
3
4 -
_1]lo g
2
A
\ /fs
i\ 10l =
6
Yy
fr
3

c)y=—-z2-2cx+3.

Yy
4
: f2
o 3 ‘=z
Yy
9
4
' o "
_3 Tz
2
fa
Yy
A
\i}_ fe
| |
| [
[ [
1 1 4>
—2 Jo 2 E
y -
A
3.._
|
1. T
1-1V6[10 \1+3V6
fs

191




fo
[,

~ls

———— N

L
Cary

2+3V78

K feSeni ulohy 54

Graf kvadratické funkce s absolutnimi hodnotami

55
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-3 : ; 3 m
T3 _o9
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4.10 Uprava vyrazu — graf funkce

56
a) yA b)

a)y=-2D=R-{-1;2}

Y

hg
O L.
3 Tz
) —%]
Yy
A
k2
6
|
|
21 |
|
| (X
0o g
‘.114\
8
ka
-3 3 “x
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e)

‘A
1] 1 >
c)y=2z% D=R- {1}
A
>

W

e) y=3z2 -2z —1;

D=R-{-}}

4.11 Exponencidlni funkce
57 a=3Ab=1=y=3.2"+1 S8a=3Ab=-1zy=2"+3_1

59 a) g € (—oo0; —1) U (1;00);

60 a) p € (—oo;—%) U(1;00); b)pe€ (—V5;—-2)U(2;V5); c)p€(200). 61 Plati.
62 (5)%4 51, 63a)K<L; b)K>L; ¢)K>L.
b) r > s;

64 a) r > s;

c)r<s.

194

b) g € (0;1);

65 a)a > 1;
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c) q € (1; 00).

b)a > 1;

d)

f)

<)

Y

0<a<l.
y
A
SR [ g,
Y
ol1 g

fe y}\
fs
Y,
|
+-3
67
Yy
g1 A
g2
2
I &—v—»
————]
—-1]lo x
K
A
94
| |
| |
I 1 |
I ] >
-2 O 2 z

4.12 Logaritmus cisla
68 a) log; 9 =2; b) log, % = -3,

c)
69 a) —2; b)3; c)3; d)-8 e % )0; g -1; h)2
702)81; b)4 )5 d) L& o)1 f)l; g) 17 h) ¥O,00L

K feSeni alohy 66
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logg 3 = %

y

y
7
fr
]lo ~
y
A
93
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4. L GINVCC

71

72

73

74
75

76
78

a) a = 3; b)a—_-%; c)a=%; d)a=%; e) a=256; f)a=+v2 g) a =2
h) a =10.

a) z; =log8,0< x1 <1; b)zz =logg4, 0 <xz2<1; c)mg:logés,m3<0;
d) xq:lnlsg,:c4>1.

a)2; b)—1; c)—10; d)—3; e)1; f)8.

3
a)-”l?:)c‘:;—; b)a::ig\)l?g; c) z=ad b2 16; d)yz=4- Vab3-c

a) 2loga + 3logb — —%logc; b) %(loga—logb—logc+1); c) 2log(a+b) —loge.

4.13 Logaritmické funkce

a=3Ab=-1=>y=3logoz—1. 77 a=l/\b=2=>y=log%(x+1)+2.

D(f1) = (0;00) D(fa) = (0; 00) — {10} D(f7) = (—o0; —1)

D(f2) = (—6;0) D(fs) = (~7;00) — {-5}  D(f8) =(-2;00)

D(f3) = (—00;—2) U (2;00) D(fs) = (—00; —8) U (6;00) D(fa) = (~00;0) U (35 0)
D(f10) = (—00; —5)

79 a) A>1; b)0<B<1; ¢)C<O0.
80 a) B>A; b)B>A; ¢)B<A; d)B>A
81a)a>1; bj0<a<l; c)ja>1 82a)m=0; b)m=-3 c)m=2; d)m=2.
83
Yy Yy
L : A ', A
| |
| g1 | | 94
2 /
| 92 | 2 93
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| y y
1 A A
|
|
| gs
\ ‘ /l/k g6
-6\ | /22 o "= \{\—'7"’
| >
| _I4 [5] T
|
|
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i e . —
16) &~ Tz 19) \ Tz
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86
87

oY
'X\

-2 \o o) e 6
-3
hs
y
A A hr
2__
he ] \
o 3 Tz 19) 2 =
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a)z € (0;5); b)ze€ (—%;oo).

4.14 Grafické Feseni rovnic a nerovnic

a) {~1,6:2,6}; b) {-2,7;8,0}; <) {6,7}; d) {-0,1;30}; e) {10,3}; f){-1,0;0,4}.

a) ¢ € (—o0; —3) U (l;00); b) z € (—o0; —1,6)U (1,6;00); c¢) z € (0;10,7);
d) z € (—4,0;-0,8).

2) [4 < 0]o0 rex. D [ae(0;2) 2 fes.
a=0]1 Fes. a € (—o0;0) U (2;00) | 1 Fes.
a > 0|2 res.
b) [a € (-1;0) ores.|  © [ae(0;1) OFes.
a € (—oo; —1) U {0} U (1; 00) | LFes. a € (—o0;0) U {1} U (2;00) | 1 fes.
a € (0;1) 2es. a€(1;2) 2 fes.
) [a < —2]0 zes. ) [a<1,5]07es.
a = —2 | nek. mnoho fes. a=1,5(1fes. )
a> —2|1 fes. a>1,5|2 Fes.

4.15 Inverzni funkce

a) Linearni funkce je prosta v R = existuje v R funkce inverzni. b) Kvadr. funkce. ns
prostad v R = neexistuje v R funkce inverzni. c) Exp. funkce je prostd v R = existl
v R funkce inverzni. d) Log. funkce je prostd v Rt = existuje v RT funkce inverzni.

Dané funkce neni prostd v R = neexistuje v R funkce inverzni. f) Dané funkce je pro:

v Rg' = existuje v Rg' funkce inverzni.
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y ) 1 Y Ay 3 14 Substituce log, « = ¢, dostanete kvadratickou rovnici.
-] |
f? ! a) {2} b) 85, %) o {-1;63) d) {-};40}.
/J/ if. |\ 15 Substituce log z = t, dostanete rovnici s nezndmou ve jmenovateli. a) {100} b) {%}
Il’ v
#
’
/
/

4

q)

16 a), c) Substituce, ﬁprava, kvadraticka rovnice.

\ b), d) Pravidlo log:): = k - log z, potom substituce, Gprava, kvadratickd rovnice.

|

|

R \ b;

| \ N a) {7} b) {10; 332 Yoo o {-8:8-1+Vv3 -1+ 8} d) {4}}).

[0 S<5 » 17 Dejte si pozor, kde j Je napsano na druhou. UZijte prav1dl ro logaritmus souéinu.
ST a) {100}; b) {10=%;10}; c¢) {10¥/10}; d) {%0,01; i,/p—

18 Pravidla pro pod&itani s logantmy Slozitéjsi ulohy.
frliy=2"—4 frlrg=igP-2 =1 a) {moh D) &1k o {&E) d){L 22}; e) {3}; f) {0,01; 10; 100}.
19 Logaritmujte. a) z!°8% = 100z = logzl"K’ log 100z = log - logz = log 100 + log z,
potom substituce logxz = a.
a) {0,1; 100}; b) {0,015 10}; ) {0,1; 1000}; d) {3;27}; e) {¥L;49); f) {2
P i 5 20 UZzijte vzorec pro zménu zakladu logaritmu log, z = t—gz—z.
5 Exponencialni a logaritmické rovnice a nerovnice a) {(£2); b) {81} o {2} d) {(V3).

K FeSeni tlohy 90

21 a) ¢ = 7 — y, dosadit o druhé rovnice. [5;2], [2;5].

5.1 Exponenciéini rovnice b) Ze druhé rovnice plyne z -y =23 =z = %, dosadit do prvni rovnice.  [4;2], [2;4].

1 Prevedte na stejny zaklad. X c) Prevedte vSechny logaritmy na zéklad 2, potom logy & = a, logyy = b. [2;4].

a) {2} b) {2} o) {-2}; d) {-3} ) {-2 —"} f) {2} e {21y h) {2+ V3}. d) Nejdfive upravte pravé strany obou rovnic, potom uZijte definice logaritmu. [2;0].
2 Vytykejte. a) 3% +3%-31 =108 = 3% - (1+3!) =108 = 3% =27 => = = 3; 22 a) Substituce logz = a, logy = b. [100;0,1].

b) {-2}; <) {2}; d) {%)’ e) {—1}; f){2}. b) Nejdfive ve 2. rovnici pravidlo pro logaritmus mocniny, potom substituce. [16; 8].
3 Subsgituce na kvadratickou rovnici. ‘ c) Substituce 103% z=a,logyy=>b. [64;512], [%;4]~

a) {3:1}; b) {2} <) {=2;0}; d) {0;1}; e) {-2}; f) {1}. d) @ = 19 dosadit do druhé rovnice. [1000;0,1], [0,1;1000].
4 a) Vytknéte 3*(1 + 3) = 4% (7 — 4), potom délte —3; =333y =3oz=1, e) V prvni rovnici obé strany na stejny zaklad, ve druhé uZijte definici logaritmu. [2; 7].

1 1 1 1
b) {3} < {3} d) {2} f) Substituce 5!°6% = q, 3l°8¥ = p. [1;10].

23 a) Uzijte, Ze z = log 2%, nebo prevedte x na pravou stranu a uZijte definice logaritmu.
a) {31 b) {-2} ¢ {1} d) {2} e){2}.
24 a) Substituce 3logsz — ¢z =25, b) Substituce 4!°83% =4, z =3.
» c) Substituce 41°8% = q, kvadraticka rovnice, z = V10.
d) Stejné zaklady na jednu stranu, vytknout, délit, = = 100.

5 a) Upravte 2% - 2% 4 2% . 3% = 2.3% . 3%, potom délte soucinem 2% - 3 a dostanete
(%)‘c +1=2- (%)z Po substituci kvadratickd rovnice. z = 0;
b) upravit, dé&lit souéinem 4% - 2%; z = 2.
6 Logaritmujte.
a) = =logg10 = EL =210, b)z=logs & = 75E = —0,14;

v

log 5
a . log 16 s
c) z=logg18 = fé_ﬁ— = Lol d)ms= log% 16 = I—Ss—ﬁfm ==1,02. 5.3 Exponencidlni nerovnice
2. s : 16. ;
7 2) {logr 351 b) {logs2i—1}; <) {logg 5'); d) {logg 2 ~1). 25 a) (-o0;=5); b) (}i); ©) (Gioo)i d) (-o0i=3); )& DR.
a) Substituce 2 =a, 3% =J, _[3i2]; b) substituce 2* =0, 3% =5, [L;3} 26 ) (3;00); b) (—13;00); c) (~oojloge7); d) (~oo;logys3); €) (—o0;logg 100); f) R.
©) Subst?tuce - & - = ,[:j; 2],. 1 27 Po substituci kvadratickd nerovnice.
) substitios 16° = 160=0, 2 fokeuls[gellbidlh a) (-o0i8); b) (3i0) ©) (—o0i 1) d) (~e0i=2)U(400); €) (—o0i2); f) (2i00)-
?; :u};);\t/iréluzzv;;clp;evecig-eZ?be strany na zéklad 5, ve druhé na zaklad 6. [14;2]; 28 a), b) Vytknout, upravit. c) Stejné zdklady k sobé&, vytknout. d), e), f) Substituce na
e ’ kvadratickou nerovnici.
a) (—o0;1); b)(Lioo); <) (1;o0); d) (logs4;1); e) (L00); ) (—ooilogy $)UZioo)- (| )
5.2 Logaritmické rovnice N
9 UZijte definici logaritmu &isla. " . . 5.4 Logaritmické nerovnice R<
a) {7} b) {14} <o) {-2} d) {4} e {gh f){16}; ¢ {g} b {3} 5 ; 55, ~
10 Rovnaji-li se logaritmy o stejném zékladu, potom se rovnaji i Iogarltmovane vyrazy. 29 a) (45); 2b) (=00;0) U (2500); ¢) (=4500); d) (-L;i—=7)U(0;3); e) (=7i—=3% L)
a) {-5}; b) {£v2}; o) {-1;11}; d) {2} - f) (—o0; —3) U (0;00).
11 UtZijte pravidla pro po&itani s logaritmy. 30 a) (—4;77); b) (3;00); ©) (=2;2); d) (6,01; 00); e) (1;2); f) (£~1). LN
) {100} b) {36} ){2} ){l} e) {3} f) {2}v )( 1 >l4 )(51 )1 )( 1 )7 )( bt} )7 )( ’ )) 5
g) {1000}; h) {10};) {i}; ) {&} K {2} {2} 31a)0; b)(5:2) ¢ (3;8); d)(3;6). 1 §
12 UZijte definici logaritmu, viz tloha 9. a) {3}; b) {%}, c) {2}; d) {:t%} 32 a) <_?;°°); b) (71;2);. <) (0;1); d) (3;1)- >
. . b i . o 33 Substituce na kvadratickou nerovmc1 I
13 V rovnici odstraiite zlomek, pak uZijte vztah k - logz = log z*, dale viz Glohu 10. a) (éi ) b) (%;4>; c) (=1 __) U (63;00); d) (1; %) U (2; 00). L)

a) {11} b) {3} o {3} q) {4}
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34 Po substituci nerovnice s neznimou ve jmenovateli.
a) (0,1; 100); b) (0; 0,001) U (1;0).

35 a) Substituce logz = a => |a| £ 4 => a € (—4;4) = logz € (—4;4) = z € (107%; 10%).
b) (3i27); <) (0 PP U(VID;00); d) (0510)U(1000;00); e) (10;10%); £) (5h5;128);
g) (3:1024).

36 Substituce log z = a, dostanete nerovnici s absolutnimi hodnotami.
a) (10-4;100); b) (0; ¥10).

37 a) Substituce |z| = a, potom loga > 2 = a > 102 = |z| > 100 = (—oo; —100) U (100; co);
b) (—13;19) — {3}; «c) (-o0;—3)U(—3;00); d) (—00;—97) U (103; 0);
e) (—15,5; 14,5) — {-0,5}; f) (—3v10;0)U (0;3V10); g) (-L;—-3)uU(-%;-1).

38 a) x € (3;9); b) (1073;100); c) (16;32); d) (V¥/10;10).

39 a) Substituce loggz =a = 1< |a| £2 = a € (-2;-1)U(1;2) = loggz € (—2; —1)U

U(1;2) = x € (5 3) U (3;9);

b) (10-%;1073) U (103;10%); <) (i x)U(§:i 1) 9) (0,001; 0,1) U (10%1;103).

40 a) Substituce |z| =a = 1 Sloggza £ 2 = a € (31;32%) = |z| € (3;9) = z € (—9;—3)U
U(3;9); b) (—6;—3) U (3;6); c) (—96; 3,999) U (4,001; 104); d) (—21;—8) U (—%;19).

6 Goniometrické funkce a trigonometrie

6.1 Velikost Ghlu — mira stupriovd, mira obloukova

1a= %n; ﬁ:%n; 7=%n; 6:%1:; e:gn; w=%n.

a=0,469; pB=2,725; v=3,88l. 3 z; =315°; =z =450°; x3 = 165°.

4 y; =13°45"; yo =143°14'; y3 = —89°57'; y4 = 144°00’; y5 = 0°10'; yg = 339°31' +
+ 159154 - 360°. 5 165° popf. 195%; 1lr popt. 13r.

N

6.2 Orientovany uhel
6 acll; BeIV,;, ~€l; dc€osayt; = €lll; z2€IV,; z3€l; zyell
7 o9 =32°;, PBo =176° 0 =200°20'; dp = 354°05'; x1, = %n; T =0; x3, = %x;
T4y =8 — 2r = 1,7168.
6.3 Hodnoty goniometrickych funkci y = sinz, y = cosz
8a)l;0; ¥2; b)-¥2; 3, _L ()_05-050 d)-L—05 —05.
9 a) 0,5828; —0,2625; b) —0,5988; —0,5000; c¢) 0,8415; —0,8716; d) 0,6347; —1,0000.
10 a) a1 = 57°, az = 123°; b) B = 306°, B2 = 54°; c) 11 = 203°18/, 2 = 336°42'.
11 a) oy = 120%; b) B =135° «c)y1 =210°, 72 = 330°; d) & neexistuje.
12 a) z; = %n; b) z3 = %1‘:; c) z3 = %n; d) x4, = %7:, Tq4, = %1:.
13 a) oy = 23°35’; b) B =293°35'; c) 1 = 187°05, v = 352°55';
d) &; = 55°24/, §> = 304°36'.
14 a) 23, = 2,37; b) z3y =3,94; c) w3, = 4,21, x3, =5,21; d) x4, = 1,12, x4, = 5,16.

6.4 Grafy goniometrickych funkci y =sinz, y = cosz
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6. GontomeiTicRe Junhce G Lityuisuiietul &

17
y} y{\ : e) :
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Yy
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| f) [ 1&
| | |
3 Bi=® ' 2n Fitehy |
W\~ /\ /\ - 1% 7 : 119 | | = :
; > = T | | |
1 T Tz h2 [ [ [
K feSeni ulohy 20

_3 21 a) A; > A; b) B1 > By; c) C1 > Cq; d) D1 < Dy; e) By > Eq; f) F1 < F,.

6.5 Hodnoty goniometrickych funkei y = tgz, y = cotgz

y{k yA 22 a) %Z; 0;1; b)—1; —33@; 0; c¢) —12—+/3; neni def.; d) V3; 3@; 0.
23 2) 1,6207; —0,6924; b) 2,6699; —0,0486; c) —2,1850; 0,0300; d) 3,9163; 1,1475.

h3 _8 w2
/_—_-\:Q 3" |3“ o 5 24 a) z; = -:1;1:; b) z2 = -3-1:; c)z3, =0;z3, =7; d) T4y = %n; T4, = %n.

~&x ~2x |0 ix © — | | — & 25 o — 54928, o/ = 234°28'; [ = 84°17', B! = 264°17; ~ = 168°41', 7/ = 348°41;
hg =1 § = 95°43', §' = 275°43'; & = 26°34/, e' = 206°34'; ¢ = 0°00'0,21" = 0°, ¢’ = 180°;

¥ = 161°34', 3 = 341°34'; w = 90°03', w' = 270°03".
26 z; = 1,11, 2, = 4,25; =z = 1,52, x5 = 4,66; z3 = 0,15, zh = 3,29; z4 = 3,14, z} = 6,28;
z5 = 1,58, zx = 4,72; ze = 3,14, zg = 6,28; x7 = 0,57, z, = 3,71; =z = 1,77, :c’s =4,91.

%

6.6 Grafy goniometrickych funkci y = tgz, y = cotgz

/\1 N\ : 7 /

y
- | ¥
o 1 Tz 1 | | 1
2n e | | |
Ei o x\/ x | | |
-1 1 hS | l T | 5
B 1 | —g§ [ &
. | =e. 4 1 & <
| —2r| 0 % i
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lohy 30

feSeni 1

K
c) C1 < Cy;

f) F1 > Fs.

e) E1 < Ey;

d) D1 < Dg;

b) B1 > By;

31 a) A; > Ay;

6.7 Grafy goniometrickych funkci s absolutnimi hodnotami

feseni ulohy 28

fa = gs.

f3 =g4;

f2 = g3;

29 f1 = ga4;
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K feSeni tlohy 38
6.8 Cyklometrické funkce
39 40
Y
A
y -1
Ak 1 fl 9
b3 = ‘\
2 ! \
! \
1 ,I i 2 \\ x
RS ‘\2
2 + >(IJ 1 \\
[9) 3 '\
7 . >
Y -1 s T Tz
i s o 1 5\
f
41 42
Yy Yy
A ' A
b e b
|
f | Y s TP
A et
|_.f-1 ~
et =p
(4 | 2 \\
l > \‘
T -
~3 i [o) z E: _
P ™
._:_ o) z g
SR BN ASHI £, :
|
| |
| |
| Fo

43 z,-% 0,37 2 =8 %—n, 3. 44 24°50’ = 0,43; neni def.; 154°09' = 2,69; 138°35' =

3 3
=2,42; 88°22' =1,54; —78°41' =—1,37; 51°20' =0,90; 9°28" =0,17.

Goniometrické vzorce

6.9 Zdakladni vztahy mezi funkcemi
45 a) sinz = %; tgz = %; cotgz = %; b) cosz = —ﬁ-, tg:c_ 12. cotgx = 152,
%;cotgx: %; d) sinz = — 25,cosw_25,tgx—.—
46 a) sin?z; 2 €R; b)sinz;z€R; ¢);z€R; d)2a:ER e) l;z €R;
f) sintoiz R o) heeR- U (k)i ) qizia€R- U (5 + ki
keZ

i) smm,:z:ER— U{kn} )0, zeR— U {kn}; k) l,:ceR—— U {5 +kn};
keZ keZ

24

i — 15. - 24
c) sinz = {3; cosz = 5

cos:’

212

'

1) ,mz,mGR— U{k }; m)cos?z;z€R— U{"+k1t}

ke
n) 0;z € R— U {"+Icn}, 0)0;z€R— U {kn}, p) sinzcosz; z € R— U {3 + kn};
q) ;z€R— U {k2,4n+kn} r) 0; a:GR—- U{k2,4n+kn}

47 Vidy uprawme levou stranu, pravou stranu a dokazeme, Ze L = P. U kaZdé tlohy musime
uvést, kdy vyrazy maji smysl.
a) c€R; b)z#k3 k€Z, c)z#F+hkmkeZ; da#F+kmkeZ;
e) z #km; k €Z f)m;62+k1t;k€Z; g)z#ky; k€Z, h)z#ki keZ
)z#kn k€Z; jJa#kIk€Z; kKa#F+hkmkeZ; ) a#knmkeZ
m) c#k3; k€Z, n)ax£k3H k€Z o)aFkFHz#f+hmkeZ

48 a) L=Pprox# 5 +kmk€Z; b) L=Pproz#kr; keZ

6.10 Vzorce pro dvojnédsobny tihel

49 a) sin2:z:——M cos2z = —1, tg2z = 3V/7, sindz = :;é_,cosclz—- -3,
b) sin2z = gg,cos2:c_ —E—s-,thz——z—.f,sm4z— Sgg, cos4z_—%;
c) sin2zx = g, cos 2z = 5,tg2:z:— g, sindx = ﬁ, cosdx = —%,
- _ z —_23 _ 10v2 _ 460v2 _ 329
d) sin2z , €os 2x 27,tg2:c 35—, sindz = =582, cosdx = £55.

50a)sm.1:—3£ coscc-~3C b)smz_‘/2+1 2, co8® = = ,/%—%

s1a) ¥ b) L o % 4 —F

52 Vidy upravime levou stranu, pravou stranu a dokdZeme, Zze L = P. U kaZdé Glohy musime
uvést, kdy vyrazy maji smysl.
a) 2€ER; b)z€R; c)z€R; d)z#kI; k€Z e)x#kF ke
f) 2 # kn; k€ Z; g)ac;é2+k1:,:z¢3n+2k:t,ac;631:+2kn,kez,
h)z;é%—+—2kn;m;&%n+2kn;z;&kn;kez; i)z#knz# §+kn ke
e#knkeZ; k) # 5 +kn,z;&3n+kn'k€2;
1) z# 3 +knz £ G +k1t,k€Z m)zER n)z#k3; k€
o)a::,ék ke p)z;é +knyx# §+Hkm k€T q)a:;ékn,z;é + kn; k € Z;
r):c:,ék—kGZ s)z# 3 +k:1: keZ; t)yz#35+kmkeZ
u) z# F+kmz#£ G +k" k ez v)m¢§+kn;x;ﬁ%+kn;k€z;
w) © ;ﬁk—kEZ z):c#k—,kEZA

53 a) 1;z €R; b)1;z€R; c) —2cotga; z# km; k € Z;
d) Lestsinz, gy 24kt keZ o) oA ki keZ ) {ESia#bm ke
g) 1,z €R; h)cosdx; z €R; i)i;:c;&%—{-kn;kez;
J) —tga:;:t;é—%+kn;x¢§+kx;kez; k)l;z#%n+kn;k€2;
1) 1—_“’#'1#%+kn;z¢n+2kn;kez.

T¥cosz’
6.11 Souctové vzorce AR
54 a) sin(m+y)=-——31;—g,cos(m— y) = Jssc, b) sin(a:+y)=3zé,cos(z+y)=_31%' N
55 Plati. 56 Plati Vz € R. R<
57 a) a7 j) plati Vz € R; k), 1) plati Ve e RAVy # k3; k€ Z. 58 a) 3?; b) —1. ~
59 sin 3z = sin(2z + ) atd. L)
6.12 Vzorce pro souéet a rozdil goniometrickych funkci A~
60 a) —sina; b) cosB; c) —V2cosy; d)cosz; e)0; f) V2 cos . (o)
63 a) v2; b) V3. 64 a)tgz;z# sHkmkeZ; b) —cotg z; = # k=; k € Z. §
I
¢
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6.13 Vzorce pro poloviéni dhel

65 a) sin § = 235§,cos—;—:— 5. b)sinZ = Y28 cos
:: zévoj: a) 5 =3-% b F=3F ¢ 15°=1.30° d)22°30' = L .45°
avoda:
. — e Lz — oz z _ 2sin I” cos Zz _ 2sin z’ cos 2’ _ (2sin z’ cos 2"):cos2 z’
a') sz sm(2 2) 2sin 20085 = 1 " sin? £+cos %~ (sin % +cos? §):cos? £
atd.  # n+ 2krn; k € Z;

b) cosz = cos? = —sinz‘f atd.  # n + 2kn; k € Z.

z —tg2 Z
Gﬁtgzzlz—::zz—%—;x;ékn;z#%-i—kn;kel; cotgz:ﬁrz.;x;ékn;kez.

2tg 5
69 Plati. 70 Plati.

6.14 Grafy funkci — uzZiti vzorci
71

Yy
a)
1
\ 2
T2 @ M ¥
Y
c) A
1
(0] %
K FeSeni alohy 71
72 y y
V2

(3 o T x| & 3 5 >
5 /z 1 z“\\z_f/
-3 V2

a) fi + fo = —3sinz b) f1+f2=\/55in(:£+§)

H‘r

c) fitf2=0
K feSeni ulohy 72

6.15 Vztahy pro uhly v trojiahelniku

73 Navod: v = 180° — (a + ), potom siny = sin(a + B) atd. e) Neplati pro pravethly
trojahelnik.
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74

75

76

77

78
79

80
82
83
87

88
89
20
94

98
100

102
105

106
108

109

6.16 Sinova a kosinova véta

a) b=6,3cm, c=11,3cm, v = 84°; b) a=10,0cm, c=7,1cm, v = 42°;

c) a=12,2cm, b=17,2cm, B = 112°00’; d) b =4,82cm, ¢ =4,07cm, a = 78°41’.
a) b=10,4cm, a = 33°26', B = 106°34’; b) AABC neex., tloha nem4 fes.

c) a1 = 10,6 cm, B1 = 46°25, a1 = 106°40'; a2 = 3,7cm, B2 = 133°35', ap = 19°30/;
d) ¢=5,2cm, a =90°, v = 60°.

a) o =28°57', B =46°34', vy = 104°29'; b) AABC neex., tiloha nem4 fes.

c) ¢c=3,6cm, o = 42°48', B = 107°58'; d) b=16,9cm, a = 20°06', v = 36°04’.
a) a=11,7cm, b=8,7; b) by =13,8cm, ¢; =10,5¢cm; bz = 3,2cm, c3 = 4,4cm;
c) b=6,8cm; d)c=7,6cm,b=11,1cm;

e) by =11,4cm, ¢; = 6,9cm; b2 = 3,4cm, c2 = 12,9cm;

f) a=7,4cm, b=9,0cm, c=4,2cm.

o = 48°11'.
a 2cm | 4cm 6cm 8cm | 10cm
pocet fes.| 0 0 2 1 1
B neex. | neex. | 41°49'; 138°11’ | 30° |23°35’
a) a =43°17', B =91°09', v = 45°34'. 81 a) a = 30°, B = 60°, y = 90°.

a = 22°20', B = 49°27', v = 108°13'.

a:b:c=2v2:2V/3:(vV6+v2). 84 a)c; =54cm, cy =1,7cm.

a) |BD| =10,6cm; v = 4,0cm; v, = 4,6 cm; o = 131°43; g = 48°17/;

b) |BC| = 9,2cm; |BD| = 5,0cm; |AC| = 19,4cm; v, = 4,9cm; 8 = 152°49.

a) o = 85°28'; B = 52°53'; v = 127°07'; 6 = 94°32'.

|KN| = 9,5cm; |[xNKL| = 96°00'.

|AB| = 659m. 91 312m. 92 F =100N, |xFFi|=32°. 93 |xF F;| = 76°.
Fy = 92N, F; = 196N. 95 |xF)Fy| = 55°, |xFaF3| = 162°, |xF F3| = 143°.

6.17 Vzorce pro obsah trojihelniku, étyFuhelniku

S =>5cm?2, vy, =2,5cm. 97 S = 6v3cm?, v, = 3v3cm, vy = 2v/3cm, ve = % 21 cm.
S =10v2cm?, S; = % 2cm2. 99 S =8cm?, v, = lcm, vy = 4cm.

S =15v/3cm?. 101 S =16(v/2 — 1)cm? = 6,6cm?.

6.18 Vzorce pro poloméry kruznic trojihelniku opsané a vepsané

r=30cm, p=12cm. 103 r=2,5cm. 104 ¢ =2cm.
01 = 2,3cm, p2 = 12,8cm, p3 = 5,7cm.

6.19 Pravidelné mnohothelniky
a=7,05cm, o=353cm, S=2856cm2. 107 a =8,7cm, o = 43,6cm, S =130,8 cm?,
a) 7 =7,3cm; b) p =6,9cm.

a) SAjAs..Ayp 5518551, = (8 —43):1; b)

180°
. — 2
C) Svepsa.n)" . Sopsan)” = cos n

, 180°

SAL1Az...Ap =] s ;
n

55155...5,
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7 Goniometrické rovnice a nerovnice

7.1 Goniometrické rovnice
1 Zakladni typ.  a) U {%1\: +2km; 3n+ 2kn}; b) U {3n+ 2kn; I+ 2kn);
keZ
c) U {6n+2kn, n+2kn}, d) U {r+2kr}; e U {%n+kn}; f) U {gn-{-kn}.
keZ keZ keZ
2 a) U {240° + k - 360°;300° + k - 360°}; 'b) |J {60° + k - 360°; 300° + k - 360°};

keZ keZ
c) U {45° +k-180°}.
keZ

3a) U{%n+2kn;—§-n+2kn}; b) U {kr}; ¢) U{61t+2k7:, 7t+2k7t} d) U {2kx}.
keZ keZ

keZ
4 a) {75°58';284°02'}; b) {91°38';271°38'}; <) {51°51',231°51’}.
5 a) {1,41;1,73}; b)0; c) {1,57;4,72}.
6 Substituce na zakladni typ. Napf. v Gloze d) a =2z — % 7, podobné v ostatnich pfipadech.

a) U{én+§kn}; b) U{$n+lkn;%n+gn}; c) U {ir+ Zkn};
keZ
d) U{4n+kn,2n+kn}, e) U{ﬁn+ kn;-fl;n+§kn}; f) U{%+
keZ

g) U{6n+kn}, h) U{1+kn}, i) U{%n+kn;%n+kn}; j) 0.

1 1 .
EK + an}’

7 Substituce na kvadratxckou rovnici. Uiute %e sin?z =1—cos?z, cos?z =1 —sin?z.

a) U {2kn £n + 2kx; —n+2k7t}_ U{ kn};
kez keZ

b) U {&r + 2km; 2 + 2km; Ln + 2km; 21+ 2kn);

c) U{37t+2k7t,31:+2k1t} d) U{6n+2k1t 1!+2k1!,21(+2k'1t}

e) U {47': + 2kr; zn—i— 2kx}; f) U {37‘ + 2kn; 2n + 2kx};
keZ keZ

h) U {67:+Ic1t;—g—n+k7t; Lot kr %1:+kn}; i) U {kn};
keZ keZ

g) U {én+kn;%n+kn};
keZ
i) U {arctg 2+ kn; 3x + kx};
) keZ
k) UZ{%N-f—kn}; 1) U{%n+kn;%n+kn;%n+k§}.
ke

8 a) Dosadte tg2z = %:)-:;,—:, potom dosadte cos?z = 1 — sin? z a udélejte substituci a =
= sin? z; b) analogicky; c) dosadte sin? z + cos? z = 1; d) umocndte zavorky, uZijte tgx -
- cotg x = 1, nezapomeiite podmmky
a) U{f+k3} b) U {37t+krt -n+k1:} ) U{f+k3h d)R- U{k3}
kezZ kezZ keZ kezZ
9 a) Nejdfive substituce 5z = a, potom sin? @ = 1 — cos? a, dalsi substituce cos2a = b vede
na kvadratickou rovnici.
a) U {%n + %kn; 14—51t + %kn}; b) U {2r + 6kx; 4x + 6kn};
keZ keZ
c U {41_8" + %kn; %n + %kn; %n + %k‘r:}; d) U {:I:ll—21t+ %kn;iflgn -+ %kn}.
keZ keZ
10 Vzdy prevedte na jednu stranu, vytknéte. Kdy se souin rovna nule? Uloha f) a déle je na
postupné vytykéni.
a) U {kr; %1\: + 2kr; %7: +2kn}; b) U {%n + km; in + kx; %x + kn};
kezZ keZ
c) U {%7: + kr; arctg% +kx}; d) U {kx; %n + 2kr; %1\: + 2kn};
keZ
e) U {21t+k7t, LIn 4 kx; 1:+k1:} f) U {37t+k1: —n+lc7t, 3K+k1t}
keZ
g) U {3n+2k1\:, §n+2lc1t, arcsin %+2kn;n—a.rcsin %+2kn}; h) U {r+2knx; & Hkm %TH—
keZ keZ

+kx}; 1) U {§n+ 2km; %n + 2kr; %n +kx}; §) U {%7: + k=; %n + 2k=n}.
keZ keZ

216

11

12

13

14

15

16

17

18

19

Rovnici délte cosz a dosadte :::;z =tgz.
a) U {4n+kﬂ}, b) U {3x+kn}; o U {7+ f5kn}; d) U {arctga + kr}.

a) Rovmcx délte souémem sinz - cosx a dosad’te 2;;: = tgx. Po substituci tgz = a
dostanete kvadratickou rovnici. b) Nejdfive dosadte 1 = sin? z + cos? z; c) a déle: nejprve
upravte pravou stranu 2 -1 = 2 - (sin? z + cos? ) atd.
a) U {arctg?2+ kn; —arctg3 + kx}; b) U {kn Sx+krn}; c) U {%n + k= %n + kn};
keZ keZ
d) U {arctg3 +kn; 2 gn+kn}; e) 0 f) U {arctg % + kr; arctg5 + kn}.
keZ
UZijte vzorec pro dvojnasobny uhel sin 2:: = 2 sin z cos z, potom v tlohach a), b) vytykejte,
v ulohach c), d) dosad’te 1 =sin%z + cos? z.
a) U {km; 2r + 2kn; gn+ 2kn}; b) U {5 + 2kw; 7+ 2km; 3 + 2kn);
kEZ keZ

o) U {Z+km in+2kn; 3n+2kn}; d) U {5 +km 5 +k3)
keZ keZ

Za soudin 2 sin x cos z dosadte sin 2z. V loze e) upravte sin? z+4cost z = (sinz z+cos? z)z -
—2sin2zcos?z = 12— %(2 sinzcosz)? =1— % sin? 2z. V tloze f) upravte sin® z+cos® z =
= (sin?z)3 + (cos? z)3 a rozlozte podle vzorce A% + B3, tj. (sin?z + cos?z) - (sin?z —
—sin?zcos?z + cos?z) =1 [(sin? z + cos? z)? — 3sin2zcos?z] =1 — % sin? 2z.

a) U {Fn + kx; ﬁn+kn} b) U {k3}; © kUZ{%n+ kr};

€

d) U{8n+k§}, e) U{4n+k2}, f) U{§x+kg}.

2 4

Uzute vzorec pro dvolna.sobny thel cos 2z = cos? z — sin? z. V tloze g) upravte sin* z —
— cos? z = (sin% )2 — (cos? a:)2 a rozlozte podle vzorce pro rozklad A — B2. Dostanete
(sin? z + cos2 z) - (sin?z — cos? z) atd. V iloze h) upravte sin®z — cos®z = (sin?z)3 —

— (cos?z)® a rozlozte podle vzorce A% — B3 a da.le podobne jako v tloze 14 f)
a) U {kr;arctg % 5 +kn}; b) U {71:+2k1t 1:+2k1t +2kn} = U {5+ %kn};

keZ keZ
c) Uz{kn, st + 2km; $n + 2kn} d) U {kr; Zn+ 2km; L + 2kn};

ke
o) U (G+kes 0 U (ot 2k o u (GHERT R B U5+

6

Uiute vzorce pro dvo;nasobny thel.

a) | {kr;n —arctg2+ kr}; b) U {31t + kn; 2 gn+ 2km; %n + 2kx};
keZ

9 UG+imitrh & U s

Bud u71]te substituce 2z = a, nebo uzute sin? 2z + cos? 2z = 1, 2sin 2z cos 2z = sin4x.
a) U{24n+k;,;in+k Y b) U{12n+k2,6n+k T U{8n+k b

PRV U{24ﬂ+k'2‘,24“+’°2}a £) U{zr+k %é— +k b
keZ keZ keZ
g) U{kn;—}—z—u+kn;%n+kn}; h) U{-};n+k§-}.

Bud uzute substituci 2z = a, nebo uiute sin 4z = 2sin 2z cos 2z, cos 4z = cos? 2z —sin? 2.
a) U {k2,8n+k1t, 81:-{—Ic1v:} b) U {k3; 3n+kn,3x+kn} c) U {41t+k2.87‘+k b

d) U{kg,;n+k;,;n+k ¥ e) U{4n+k2,61\:+kn,—n+kn}
f) U{4n+k2,8n+k} g) Uz{gn+k2}.
ke

Substltuce a), b) 2z = a, v tloze c) 10z = a, v Gloze d) 4z = a atd.
a) U {%n + k= %n +kmk3}; b) U {k=; %n-{— kr; %n + kx};

<) U{‘“’H‘k ’12"'“‘5*20"'Hc }_ U{eo"""kls}
4%
d) U{k4,16n+k2,16n+k }ie) U{61t+1k7t} f) U{k3,9n+1kn,9n+ kn}.
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20 Substituce § = a, v Gloze d), f) ¥ = a, v iloze e) § = a atd.

21

22

23

24

218

a) U {2km; %1\: + 4kmr; 11: + 4k1:}; b) U {2kx; 5 in+ dkn; Sr + 4kn};
keZ

c) U {r+2km; I 37 + 4km; 1: + 4kr}; d) U {2n + 4kn; 2n + 8kn; 1t + 8kn};
keZ

e) U 287 + 16kn; Lix + 16kn; 4n + 16kn} = U {4n + LBkn};
f) U {4kn; 2 Fn+ 8kn, 22 4 8kn}.

Preved‘te na jednu stranu, uZijte vzorce pro soudet a rozdil goniometrickych funkci napf¥.
sinz —siny = 2cos %ﬂ sin Z5¥. V dloze e) nejdfive uZijte, Ze sinz = cos(x — ). V dloze
g) nejdrlve seCtéte sinx + sin 2z = 2sin 2z cos(—:r:), potom vytknéte. Analogicky dale.

a) U { Tvis 2Icﬂ:, 3+ 2kn}; b) U {61: + kz, g+ kx}; c) kLejz{%kx; %n + k%};

d) U {—% +2km —3 + 2kn}; o) U {Fhm; gn+ $kn}; 1) U {hr;

g) U {k%; 2r + 2km; 3n+2kn} = U {37:, in+ kr;m+ 2kn};

h) U {6n+ zkr; 3n+k1t, 3n+k1:} = kUZ{2n+k1r —1:+Ic2, 3n+k b

i) U {61:-}- 3k1:, 127(+ krw; 12" + kz}; j) U {2k~; —1%1\:+ %kn}.

A% uloze a) az f) uZijte vzorce pro soudet a rozdll gomometnckych funkci, naopak v tlo-

héch g) aZ h) uZijte soultové vzorce, tj. napf. v tloze g) nejprve upravte sm(60° —z) =

= sin60° cos z — cos 60° sinx = lé—_ cosx — % sinz atd.

a) U {61: + 2km; 3 Sn+2kn}; b) U {r+2kn; 3n+2kn); ) U {Zr + 2kn};
keZ keZ keZ
d) U {km; 3+ 2kn; In+2kn}; e) U {%n + 2knx; 2kn};
keZ keZ
£) U {3 +kr; 3n+2km; Sn+ 2knl; g) U {arctg ¥3 +kn}; b) U {En+ kn);
keZ keZ keZ
i) 0; j) Ukl k) U {&r+kmn;3n+kn).
keZ keZ
K dané rovnici dopiste rovnici sin? z + cos?z = 1, potom substituce sinz = a,cosz = b
a ulohu feste jako soustavu. Jiny zpisob: substituce z = 2a, potom uZijte vzorce sin 2a,
cos 2a a dale viz ulohu 12.
a) U {5 + 2kn; Ln+ 2kn}; b) U {2kr; arcsin & + 2kn}; <) 0;
d) U {2k=; ® + arcsin E + 2kn}; e) U {31': + 2kn};
f) k(ejz{sn + 2kn; © + arcsin 0,8 + 2Ic1t} g) 0; h) U {41: + 2km; 21 — arcsin 31% + 2kn}.
a) Uzute vzorce A3 — B3, A% — B2, Je-li sinz — cosz = 0 dostanete prvni feSeni. Je-li

vyraz sinz — cosx # 0 lze zavorkou délit. Po dosazem sin?z +cos?2z =1 a postupném
vytykani dostanete dalsi FeSeni. U {2k1: g7+ km; 5+ 2kn};

b) Vzorce A3+ B3, A2—-B2 a postu:neszte jako v tloze a); U { nkn; n 4 2kn; 34 2kn};
c) Vzorec cos 2z, rozlozit; |J {2k=; %n + 2km; %n + kn};

d) Upravte sin® z + cos3 z =kfz~ sinz cosz, vzorec A% + B3, J {2km; 5 +2kn};

e) Odstraiite zlomky, nezapomeiite na podminky; | {3+ ZI,:E}Z,

f) sin® z + cos? z upravte stejn& jako v tloze 14 e); kLEJZ{%n + %kn};

g) sin®z + cos® x upravte stejné jako v tloze 14 f); "66 {%n +k3);

h) Dosadte za tg z, cotg x; nezapomeiite na podmmky, U {4n +kn; 2 1aR+kn; 121: + kn};

T R S L O IS L SR S LR SRR ST S Nt N, . N B G BN A W S el

i) Odstraiite zlomek, pfevedte na jednu stranu, vytkndte; | {§ + kr; %n + kx};
keZ

j) Odstraiite zlomek, potom viz Glohu 12; ;
k) Odstraiite zlomek, potom viz alohu 7; U {%n + 2km; %n + 2kn};

1) Dosadte za tgz, sin2z. Upravte 1 + sin 2:c =sin?z 4 cos?z + 2sm:z:cos:c = (sinz +

+ cos z)?. Nezapomeiite na podminky; U {kn; 3 in+kn};

m) U {%n + kx; én + 2krx; %1: + 2kx}; n) U {31t + 2kr; —7\: + kn};
keZ keZ

o) U {kmin+k:} p) U {-é—n + 2km; %1: + 2kn};
keZ keZ

V q), s) odstraiite zlomky a déle postupujte jako v tloze 12;

qQ U {%n + km;arctg 3 + kn}; 1) U {in+ kn;arctg 3 + kn};

keZ

keZ

s) Dosadte za tgz, cos2z = cos? z — sin?

zlomek a upravte (cosz —sinz)? =1 —sin2z; U {41t + kr; 127!: + kmx; 121! + kn};

keZ
t) U{3r+krnl; u) U {kn; 3n+kn);
keZ keZ
v) UZijte, Ze tg(z + %) = —cotgz, dosadte za cotgz, cos2x a dostanete sinzcosz +

+ cos? z = 2sin? z. Dale viz dlohu 12; (J {;—Tt + kn; & — arctg % + kn}.
keZ

25 a) Ze druhé rovnice jez —y = 3 + kn, ze soustavy dopoclitejte z, jen pozor, aby feSeni

bylo v poZadovaném intervalu; [3 : 3 ;
. 13
b) postup viz a) i;n, 41t] [ T 127!] [41!:, or
€) ‘@'= %n — y, dosadit do druhé rovnice, souctovy vzorec; gn 0], [%n; %n];
d) postup viz c) [%n; éx];

e) Substituce sinz = a, cosz = b; [6 ;in), [6 ; in;

4 11

f) Substituce z+2y = a, 2z+y = b= a, b atd. [97‘, 97‘]; [%0,‘; dx); [%7‘; ), [1796"; %N]A

7.2 Goniometrické nerovnice
26 a) U (%n + 2krx; %1\: +2kn); b) U (5 +km %1\: +kr); c) U (x+ 2kn; 2r + 2kn);
keZ keZ keZ
d) U (kn;%n+kn); e) U (%x+kn; §n+kn);
keZ keZ

£) U {(37+ 2kn; § + 2kn) U (3n + 2kn; 3= + 2kr)}.
keZ

27 a) U (%x—}-kn;%n—}—kn); b) U (—3n+kmin+kn); c)R- UZ{’Q—‘ + kn};
keZ ke
d) R; e U (l2n+kn, 121t+k1t), f) U (—= + 4kn; = + 4kr).
keZ keZ
28 Znazornéte na grafu. .
a) U (%n+2k7~:; %n+2kn); b) U (%n+2kx; 3T+ 2km);
keZ keZ
c) U {( n+kn; 5 +kn)u(3n+kn n+kn)} = U (F+k3:5+k3)

29 a), b) Kdy je soudin kladny? Kdy je souéin za.porny? c) a# f) nejprve upravte na soudin.

8) (0;3)U(m 2n); b) (mi20) — {3nk; o) (5im) U(Sm2n); ) {5} U (mi2n);
e) (0;m) U (m;2x); f) (6, 3x) U (x; 2r).
30 a), b) sin?z = 1 — cos? z, po substituci kvadratickd nerovnice.

a) U (31!+ 2km; 31t+ 2kr); b) R;
keZ
c) cotgx = t—gl—z’ po substituci kvadraticka nerovnice. R— |J {k%};
keZ

d) Upravte na 1+ sin2z > % = sin2z > —-%. U (—15 +km; %n-f—kn).
keZ

219

z = (cosz —sinz)(cosz + sinz). Je-li cosz +
+sinz = 0 dostanete prvni FeSeni, je-li cosz +sinz # 0 mZete deht Potom odstraifite
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8 a) (—00;0) U(1;00); b) (—00;=1)U(0;00); ¢) (—00;0) U (0;1); - d) (0;1);

e) (=00;0); f) (—00;0)U(0;00); g) (—o0;—1);

h) (—1;0) U (0; c0).
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1 a) (—o0;—3)U(Zio); b) (=3;2); ¢) (LU S
12 Va € {—4;-3;—1;0;1;2} je grafem hyperbola. Stfed S[1;2], asymptoty: z = 1’, y =2 g
Parametr a ovliviiuje polohu vétvi hyperboly. Pro a = —2 je dana funkce linearni y = 2. T
225 =
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13 Viechny hyperboly maji jednu asymptotu y = 2, prisedik s osou z P: —%;0]. Parametr b
ovliviiuje asymptotu z = —b a polohu vétvi hyperboly.
14 Vsechny hyperboly maji jednu asymptotu x = 0, prisecik s osou x Pq:[—%; 0]. Parametr ¢

ovliviiuje asymptotu y = % a polohu vétvi hyperboly.

y
A
/ .
1 -
-1 |o i
1 //
¢) y= §%2; D =R~ {0; 2} d)y = —3; D =R—{0;£1}
y
: 5 A
/ | L
| o e TR 2 e
_2i 1 rI j
| -2 -
| S
| o
e)y=—z43; D=R-{-2;0} fly=4£ +2D=R—-{0}

K feSeni ulohy 15

8.3 Inverzni funkce k funkcim mocninnym
16 f71 k /i ex. napi‘.ng',yz\/E;
filkfrex. vD(f2) =R,y = ¥=
f3_1 k f3 ex. napt. v RS, y = ¥/x;
f;l k f4 ex. napf. v RT, y = vz 1;
folk fsex. vD(fs) =R— {0}, y = V2 I;
fo' k fo ex. napt. v RT, y = ¥z 1;
f;l k f7 ex. napf. v (—2;00), y =V + 1 — 2;
fs_l k fs ex. napf.vRS',y:sM—x;
fo' k fo ex. vD(fo) =R,y = /251
17 97! k g1 ex. v D(g1) = RY, y = 22;
951 k g2 ex. v D(g2) = (=2;00), y = 22 — 2;
95" k g3 ex. v D(g3) = (0;00), y = (v — 2)?;
97 k g4 ex. v D(g4) =R, y = 25;

226

18

19

20
21
22
23
25

26

27
28
29

31
32

33
34
35

37
38
39

a
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95  kgsex. vD(gs) =R, y =23 +2;

ge—l k g6 ex. vD(gs) =R, y = (%)3 +2;

97" k g7 ex. v D(g7) = (1;00), y = (2532)? + 1
95" k gs ex. v D(gs) = (—o0;1), y = 1 — (§)*%;
99_1 k g9 ex. v D(g9) =R, y = (z + 1)5.

8.4 Inverzni funkce k funkci linearni lomené

) ) [N = e -1, 0 1422, e T L) -1, __
hity=14gi hy iy= i ha.y_—'i;—z, hy':y= 24, hs.y_ﬁ’-g;
-4

41"

LT

hglz Y=
Poéitani s odmocninami a s mocninami

8.5 Poéitani s odmocninami .
a) 6; b)45; c¢)2; d) —4—3V15; e)0; f)6; g)61; h)4+2/10;
i) —6 —2/15.

a) 6, b)2 ¢ 3 d)VE+vE6 €)3vV3-3+v2 f) L

a) 2; b)2; c)24; d) 1+ V64— V24; e)2V3+3V2 f) V5+1.
a) 8v/3; b)68v2; c)2v2; d)25V2; e)4V3; f)30V3.

a) 9¥2; b)4¥5; ¢)0; d) —V4. 24 a) 7V3; b)4Vs.

a) V28; b) V75; c) V128; d) v/324.

a) ¥3; b)2vE; o) Lv2-1vEL d)5+2vE; e) B, f) YL g 10v3+15;
h) vZ i) 24vZ j) 12588 K VIB-4; 1) Y

a) 3vV24+1+3v6+V3 b)1+v2

a) Ay < By; b) Az = By; c¢) A3 > Bs.

v(wl)z—g-\/ﬁ; v(z2) = 2V/2; v(a:3)=‘11—(1) 5; v(:u):%—%\/g;

v(ws) = —1-3v% v(ze) = T + V5 v(er) =6vVZ+ VT v(zs) = 3V3- V6,
v(ze) = § +§V2-2V3+ V6.
a) $V4 b) V2 o) ;Y% d) 5 VI000; e) VIO f) {5 VIO g) §V4

h) 3V4+3V2+3; i) 3V386— 3 V24+ V16

a) 2; b) 3.

a) 34+2v2; b)81-30v2; c)85+60v2; d)37—30V3; e)20+14v72;

f) 20v/2+12v6; g) 9+4V5; h) 7—4v3; i) 7+5V2.

a) |a|; b) 10z2|z3y|; c) |a+b|; d) nelze odmocnit; e) [z —3|; f)0,5m +1|.
a) 2v5-5; b) 17+12v3; c) —113+ 842,

a) 2+v3; b) 2 )3vVE-7 d)6vV2-3V3 €)1 f) % g)
a) 1; b) @

N[

8.6 Poéitani s mocninami s celym exponentem

a) 2%, b) 5% c)27; d) !5 e) z22t2; f) a3b7.

a) 4% bB) ™1 )27 d) L )y 1) (ab)lE

a) 823, z€R; b) -2—2—6; c) %, z#0; d) —z20y~10 2,y #0; e) (%)12, z,y #0;
f) 8212yl &,y #0.

a) 2; b)l; c)z; d)2; e) %; f) neurlity vyraz.

a) —=1; b)—-1; ¢)-1; d)1; e)1; f)-—1.
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42 a) 1; b)261; c)61; d) &; e)49 f) §; g)1250; h) -5 y y ‘
432) 5 ,2#0; b)ay,z,y#0; c) B2,a,b#0; d) 2’4 a,b,,y # 0; ( 1
e) 4,n#0; f)(Z)", m#0. | i
44 a) 2; b)53.3%"; c)42%" .57, 1,5 £ 0. [o) \fg‘\’w ! 94
3n—5, ,8n—12 —-8,9,—13 —4,-4410n-2 } } >
453)633 ) ,zly:léO; b)2 a’b va1b¢0' C)3 s ,1’,8#0. 93 =1 o1 &
46 a) 2%,z £ 0,z # —6; b)y—-1,y#0,y # - ) A2, 0% # 43,y £ —1; d) } .
:c"‘1+a:_1y“,.1:;é0,:z:";ﬁy". g3(a:)=1—23;D=R+ g4($)=:;D=R—{0}
- o 1
47 a) —3(z> " +27"), 2 #0; b) —g5, 2 #0. K Fedeni tlohy 60
48 a) —25 b) 2L; ¢)4; d) HI2
. tani ocninami s raciondlnim exponentem -
BT [Barasaksin ¥ o 9 Posloupnosti a Fady
49 a) 2; b)5; ¢) %; d) 4; e)3; f)0,001; g)0,01; h)0,125; i)2; j)1;
k) ‘? 1)05 . . < 9.1 Zpusoby zaddni posloupnosti
50 a) z2; b) % <) 1'3 d) T e) 2"5;3- - 1a)...,24,28,32,..., an =4n; b)...,36,49,64,..., an = n?;
51 a) 213; b)21; c)237; d)27F; e)28; f)227. ¢ ...,=L1,-1,..,an =(-1)% d)...,=9,-27,-81,..., an = =374
2 =2n; b =2n-1; =1ln; d = 5n — 4.
52a) o 1,2>0; b)y3, y>0 Q) y¥,y>0; Az~ ¥, 2>0 e ziy?, z,y>0 a) an =2n; b)an =2n ] cs) an n; d) an =5n
1.3 3 3a2)3,57911; b)3,3,3, 5,5 ¢0,2,6,12,20; d)0,1, 3,2 %
B ISy ag ol . . vs e) —4,-1,4,11,20; f)1,-2,3, —4,5.
53 a) 3%; b)2¥; ¢)58; d)11; e)5%; f)773; g)1; h)2%. 4 2) 5,9,13,17,21,25,..., an =4n+1; b)1,4,9,16,25,36,..., an = n?;
54 a) z%,mZO; b) zlﬁl,zZO; c)k%,kZO; d) m, m 2 0; e)y%,y>0; ¢ —-1,3,-1,3,-1,3,.., an =1+ (=1)" - 2. .
AT G, 23 5 a) 2,4,8,16,32,64,..., an, =27 b)1,3,9,27,81,243,..., an = 371,
f) w2, > 0; g) L. a>0; h)bi, >0, e) =B;=11,3,5,7 v uen=2n—5
55 a) z = £5; b) a:=:i:%; c) z=0,064; d)x=6561; e)z=4; f)z==0,125;
g) ©=27; h)zeR{. 9.2 Vlastnosti posloupnosti
P P
. ; . L. Posloupnost rostouci, klesajici
8.8 Upravy vyrazi obsahujici mocniny a odmocniny 6 a) Roste; b) klesd; c) roste; d) klesd od 2. &lenu; e) roste; f) kles;
56 a) —3(z+4);z>0Az#4; b)g 2oz 20Az# L) a2 0AT £ g) neroste, neklesd; h) roste.
d) ,z20Az#T; e) 22> 0 /\ z#1. Posloupnost omezena
57 a) 7250 # -2 -0 b)Z e £ L0 o) e # L0 d)a+r+lis#0L 7 a) Omez. Z7d°1a’ an 2.2; b) omez., =1 < an < 0; c) omez. zdzla, an 2 0;
4E. d) omez., 7 £ an <5; e)omez,—-1Zan <1; f)omez, -5 an < -1
-1; Ab#1; 3 +1; . . . e i
3in). 1s amlnagdy bpb=LhcrD % " :) =17 8a)0; b)7; c)3; d)0; e)diverg; f) 1, g) diverg,; h) diverg,; i) diverg.
d) Vd—-1;,d>0Ad#1; e)6;e>0Ae#1;%;35
29 y 9.3 Aritmetickd, geometricka posloupnost
9a) AP,ay=%,d=1; b)AP,a1=0,d=-1; ¢)GP,a1=3%,q=1%;
d) neni AP, neni GP.
10 a) 7,10,13,16,19,... b) 8,16,32, 64, 128 c) 5;3,1,~1,—3;...
AP, an =4+ 3n; GP, an = 2712 AP, ap, =7 —2n.
1 a)d=logl; b)d=1; ¢)d=-¥3; d)d:2a+3. r
fi(z) = z4; D =R - {0} fa(z) = —2% D = R — {0} 12a)q=@53@; b)q:%; c)q:ﬁ; d)g=0b+1
K feSeni tlohy 59 13 d =logg. 14 z=10=a; =4,¢q=3.
y 15 a) x; = -8 = 56,36,16, z2 =1 = 2,9, 16; b) z = 2 = log 3, log 6, log 12;
c) x1 = %n+2kn,k€2=> %—5—,0,—32@, Ty = %n+2kn,k€2=>—ﬁ,0 %z
16 a) z =logy, 6 =>1,6,36;  b) z1 =100 = 5,-5,5, 23 = 107% = 2,840
1 c) x1=%n+kn,k62¢36@,1,2\/§, zg:%n+kn,kez=>—3§ —2v/3.
|
: i 92 17 a) 21. &len; b) nema FeSeni. 18 12. &len.
|01 Tz |01 Tz 19 a) a1 =3,d=2; b)a1=3,d=-2; c)a; =20,d=-5; d)aleR,d=—%’-;
o4 R e) nema fefeni; f)a; =2,d=0,1; g) (a1 =3,d=-1)V (a1 =2,d=1);
g1(z) =z~% D=R* g2(z) ==~ D=R h) a1 =10, d=—2; i) (a; =—19, d=6)V (a1 =23, d = —6). L
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22

23
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26
29
31
33
34

36
a4

46
49

50
51

52
53

54

59
61
65

70

7

72
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a) a3 =05Aqg=3; b)(a1 =64Ag= %)V(al =—64/\q=—-% ; ©a1=22Aq=2;
d) (a1 =3A¢q¢=2)V (a1 =-3072Aq= %), e) (a1 =2Ag=5)V (a1 =250 Ag= %),
f) (ap =81 Ag= %)V(al =%/\q=9).

15, 20, 25 nebo 25, 20, 15.

a) AP, d =160 = 8,168, 328, 488, 648;

b) GP, q1 = 3 = 8,24, 72,216,648 nebo GP, g2 = —3 = 8, —24, 72, —216, 648.

a) AP, 2; 3,2; 4,4; 5,6; 6,8; 8 nebo AP, 8; 6,8; 5,6; 4,4; 3,2; 2.

b) GP, 2; 2V/4; 2¥/16; 4¥/2; 4/8; 8 nebo GP, 8; 4/8; 4V/2; 2V/16; 2V/4; 2.

3,6,12,18 nebo 3, -5, 27, 18. 25 9,6, 3, 3.

6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27, 30, 33. 27 n = 22. 28 n = 10.
3, —6, 12 nebo 12, —6, 3. 30 19, +6, £+3 nebo +3, +6, £9.
4, 16, 64 nebo 4, —8, 16. 32 24cm, 32cm, 40cm.

lcm, 4cm, 16cm, S = 168 cm?.

a; = %, d= —%, s10 = =20, a11 + ...+ a0 = —70. 35 Aspoii 11 &lent.

d< -2 37 a1 2 3. 38 s53 = 1711. 39 sp4 =648. 40 s =4905.
a1=1,an, =2n—1, s, =n2 42 a)a; =—6,d=08; b)a; =8,d=2;

44 g € (-3;2).
48 a1 =18,9= 2,56 =

45 n = 5.
1330
27 °

C) a] = 30, d=-3. 43 aqg = 4, az1 = -30.
a1 ER—{0},q=2. 47 a) =3,d =4.
a) 2,48, 88 42, b) 2,10, 18, 26, 34, 42.
a) 16, 24, 36, 54, 81; b) 16, —24, 36, —54, 8.

a) Navod: a1 =4,d=2,an =z =4+ (n—1)-2,5, =270 = Z[4+4+(n—1)-2] =
=>n=15=>2=32; b)z=96; c)xz=106; d)z=9; e)z=4096; f)z=2

a) {26,27,28,...}; b){35,36,37,...}; c){1,2,3,4,5}; d){191,192,...}.

a) {45,46,47,...,61}; b) {4,5,6,...}.

9.4 Zapisy pomoci 3
12 6 1 19 11 .
B Reits b TG 9 (1 SE- @ D
=1 i= i= i= \
a) 1+2+3+...4+16 = 136; b) 3+7+11+...467 = 595; c) 40+42+44+...460 = 550.
a) L=20+21+...+44 = 25(20+44) =800, P = —20 + (1 + 2+ ... +40) = 800;
b) L=P=924. 57 a) 177240; b) 82+ 28/2.
a) 2 =50; b)xz=48; c)z=-50; d)z:%; e)z=09; f)z=10.
9.5 Uziti geometrické posloupnosti

a) 54000 K&; b) 53400 K& c) 68024,40 K&; d) 65051,20 K¢.
Za 12 let. 62 14 desek. 63 17638,40 K¢&.

486 752,00 K¢. 66 87385,10 K¢. 67 250938,40 K¢. 68 a) 229500,00 Kg;
b) 257732,40 K&. 69 a) 10765,00 K& b) 10787,20 K&; c¢) 10792,40 K¢.

60 2,3%.

9.6 Nekoneéna geometricka fada

) Eai b Be (i o Sentah @ Ss @t

i=1

a) 22tz 428 +... = a =22, g=12% b)4+2+1+%+...=>a1=4,q=%;
5 5 w18 2o 2w

c) ?-T-T'*'—_ﬁ'(z-}-l) 1+,..=>a1—m,ql—;—l, 1

9 o t HmEz T T 9 T ey 97 e

a) a = %, qg= %,konverg., s =3 b) a1 =—%,q=—%,konverg., s = -—%;

c) a1=1+\/§,q=%neb0a1:\/§,q=32@,konverg.,s:2+2‘\/§;

e)a1 =v5—-V3,q= V5 diverg., s neex.;

g) a1 = L, =4, konverg,, s = Y5EL,;

i)ay = ——%, q= -%, diverg., s neex.

d) a1 =2,¢9= %, diverg., s neex.;
f) a1 =}, ¢= 3, konverg., s = L
h) a; =1, ¢ = —1, konverg., s = %;

73

74

75

76

78
83

a) proz € (—3;1) jes = == b) psz(—5;—3)jes=—ﬁ—;-;

c) ¢ =2, vidy diverg.; d) pro z € (0;1) je s = 1;:‘1; e) ¢ = 22 + 7, vidy diverg;

. 2
f) pro z € (—o0; —5) U (=3; 00) je s = zp=-titie
g) proz € (~e0i—1)U(1jo0) je 2 = 77 B) pro = € (001;0,1) jo s = — 322245,
i) proze U (-§ +kn;  + k) je s = 2sinz
k€Z

1-2sinz "’

a) {&F b6 o (LD d) U {Ir+ 2k Lr+ 2k,
keZ
a) {3} b){-3} ) {-3-3} d)(—eo;-1)U(l;0); &) {VB}; f) UZ{%R+’€’—£}-
ke

: c)%; d)———zg‘él. 77a)napf.1+%+i%+%+...;
-i16-+§1§+...; c) napt. T1'6+§16+741—0+"'; d) napf. 1+z+z2 423 +....
a) 25; b) 2. 79a=%,¢=2% 80 18tcm. 81 9rcm. 82 4ncm.

4cm. 84 (12+6v3)cm. 85 (21+3v5)cm. 86 (4+4v2)cm. 87 irncm?.

(9+9\/§)cm2. 89 %;'—\/_z—lcma. 90 M%'Hi—\/g)cm’s.

a) 5 b) 37
b) napf. —é—+

64 a) 65233,30 K& b) 62714,70 K¢.

10 Geometrie — konstrukcéni ulohy
10.1 Zdkladni typy bodovych mnoZin

1 a) M; = k(A4;2cm); b) Mz je sjednoceni dvou kruhovych tseli; c¢) M3 je osa tsecky
AB; d) My je polorovina oA, kde o je osa tsecky AB.

2 a) G je kolmice k AB v B, mimo B; b) G2 je Thalet. kruZ. nad AB; c) G3 jsou dvé
polopfimky mimo B; d) G4 jsou dva kruZnic. oblouky, mimo A, B; e) Gs jsou dva
kruZnicové oblouky, mimo A, B; f) Gg jsou dvé& kruhové usefe, mimo A, B; g) G7 je
rovina bez dvou kruhovych tseéi, mimo A, B; h) Gg je rozdil dvou kruhovych Gseci, mimo
A, B.

3 Dvé& rovnobé&Zky s p ve vzdalenosti m. 4 a) Osa pasu; b) osy ahld, které p, g sviraji.
10.2 Teéna z bodu ke kruznici

5 Body dotyku jsou priiseéiky kruZnice k s Thaletovou kruZnici nad SM.

6 Narysujte libovolnou tétivu délky 5cm, jeji stfed oznadte X. Narysujte kruznici k1(S;7r =
= |SX]|). Potom sestrojte te¢ny z M ke kj.

10.3 Konstrukce kruinic pozZadovanych viastnosti

7 S €11,2(0; (4 £1,5) cm) Nl3(M;1,5cm); a) 2 feSeni; b) 1 FeSeni; c) 0 FeSeni; d) 2 FeSeni.

8 S €l1,2(0;(4+£1,5)cm) Np1,2; p1,2 || P A lp1,2p| = 1,5¢cm; ) 6 FeSeni; b) 8 feSeni.

9 Poloméry hledanych kru#nic jsou 2cm. Stiedy leZi na ose pasu a [(M;2cm). Uloha ma
2 TeSeni.

10 a) S € 11,2(01;(5 % 1)cm) N i3,4(O02; (2 £ 1)cm). Uloha m4 6 FeSeni.
b) S € 11,2(01;(4 £ 3) cm) N3,4(O2; (2 £ 1) cm). Uloha mé 2 FeSeni.
11 a) S € 11,2(01; (4 % 3)cm) N i3,4(02; |2 £ 3| cm). Uloha ma 4 FeSeni.
b) S € 11,2(01; (4 £ 3)cm) N13,4(02;|2 £ 3| cm). Uloha ma 4 FeSeni.
12 Poloméry hledanych kruZnic jsou 1,5cm nebo 3,5 cm.
St¥edy leZi na I;(01;(2+ 1,5)cm) anapy 2 || p A |p1,2p| = 1,5cm.
Stiedy lezi na l2(O2; (3,5 — 2)cm) a na p3 4 || p A |ps,ap| = 3,5cm. Uloha mé 4 FeSeni.
13 Poloméry hledanych kruZnic jsou 1,5cm. S € [3(0; (2 + 1,5)cm) N l(M;1,5cm).

Poloméry hledanych kruZnic jsou také 3,5cm. S € I3(0; (3,5—2)cm)Nlg(M; 3,5 cm). Uloha ,

N
ma 4 reSeni.
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10.4 Konstrukce trojihelniki a étyFihelniki

Vzhledem k tomu, Ze postup konstrukce miiZe byt u Fady tloh rizny, je uveden jen jeden
kratky névod a pocet rznych trojihelnikd (EtyFahelnikd), které splhuji podminky dlohy.
a) A € k(51;2,5) N Gas, kde Gg5 = {X € o; |xS1XB| = 45°}. Uloha m4 1 FeSeni.
b) Tezists T € BS1 A |$1T| = 2; Spc € k1(T; 3) N k2(B; 2). Uloha ma 1 Fefeni.
a) p je kolmice bodem C; na CC;. Potom B € pNGizo, kde G120 = {X € ¢; [XCXC1| =
=120°}. |BA| = 3. Uloha ma 1 feSeni.
b) Sap € pNk(C;5,5), kde p L C1C A C1 € p. A € pN Geo, kde Geo = {X € p;
[£CXC1| = 60°}. Uloha mé 2 FeSeni.
a) § € k1(A;4) N k2(B;4), C € pNI(S;4), kde p || AB ve vzdalenosti 4cm. Uloha ma
2 feseni. b) C € pNk(Sap;4), kde p || AB ve vzdalenosti 3 cm. Uloha ma 2 Feeni.
a) C € pNk, kde k je Thaletova kruz. nad AB, p || AB ve vzdélenosti 2,5cm. 2 feSeni.
b) C € (Sap;4) Nk, kde k je Thaletova kruZnice nad AB. Uloha nema FeSeni.
c) A€ —CYNGego, kde Geo = {X€p; |xBXC|=60°},—»CY L BC. Uloha ma 1 FeSeni.
d) V pravohlém trojihelniku je tc = § = ¢ =5. Uloha mé 1 feeni.
e) V pravohlém trojihelniku je r = § = c = 6. Uloha ma 1 FeSeni.
f) V pravouhlém trojihelniku je r = § = pro dané hodnoty tloha nem4 feSeni.
g) Nejprve sestrojte pravy thel, potom BC. Priiseik rovnobézek s rameny tGhlu ve vzdal.
2cm je stfed kruZ. vepsané. Pomoci Thalet. kruz. vedte te¢nu z B ke kruZ. vepsané.
Uloha mé 1 feSeni.
Nejprve sestrojte tthel a. Priise¢ik rovnobéZek s rameny Ghlu ve vzdal. 1,5cm je stied
S kruZ. vepsané. Z bodu S sestrojte kolmici na jedno rameno thlu, pata kolmice je
bod X. Potom C € — AX A |CX| = 1,5. Uloha 1 feSeni.
a) Umistite AB, |AB| = 6; C € k(B;4,5) N— AX; |xBAX| = 45°. Uloha maé 2 feSeni.
b) Umistite AC, |AC| = 8; B € k(Sac;2,5) N+ CY; |XACY| = 30°. Uloha m4 2 feSeni.
¢) AABC dopliite na rovnobé&znik ABC D; sestrojte AABD, |AB| =6, |AD| =3, |BD| =
= 2t;, = 8. Uloha ma 1 feSeni.
d) AABSpc, |AB| =3, |BSpc| = 2,5, |ASBc| = ta = 4,5. Uloha m4 1 FeSeni.
e) Oznatte T t&%ist8 AABC, |AB| = 5, |AT| = %to = 4, |BT| = %t, = 2. Uloha mé4
1 feSeni.
f) Oznalte T t&%ist8 AABC. |BSap| = 3,5, |BT| = %tb =4, |TSaB| = %tc =1,5. Uloha
ma 1 feSeni.
g) Oznalte Cy patu vysky z C na AB; ACC154B, |CC1| = ve = 3,5, |CSaB| = tc =
= 4, |XxCC1Sap| = 90°. Oznatte t&%ists T € CSap A |CT| = §. A € »S4C1 N
N k(T; 2t, = 4). Uloha ma4 2 feSeni. el
h) AABC dopliite na rovnob&Znik ABXC. Oznacte T t&Zisté AABC, T1 oznalte t&zisté
ABXC. Potom midZete sestrojit ATBT1, [TB| = %t, = 4,2, |TWB| = 3tc = 3,6,
|[TT| = %ta = 4. Uloha mé 1 feSeni.
Sestrojte dvé rovnobé&zky p, g ve vzdalenosti vo = 6,5. Na p libovoln& vyznalte bod A.
Potom B € gNk(A; 7). Bod C je priise¢ik ramene thlu a a pfimky g. Uloha mé 2 feSeni.
j) Sestrojte dvé rovnob&zky p, g ve vzdélenosti vo = 4,5. Na p libovolné vyznalte bod A.
Potom B € ¢Nk(A;5). C € ¢ A |BC| = 6. Uloha m4 2 FeSeni.
k) Sestrojte dv& rovnobézky p, ¢ ve vzdalenosti vc = 3. Na p libovolné vyznacte bod A.
Potom Sap € pA |ASaB|=5=2,C€qN k(Sap;4,5). Uloha mé 2 feSeni.
1) Sestrojte dvé rovnob&zky p, g ve vzdalenosti vo = 3. Na p libovoln& vyznacte bod A.
Potom B € ¢Nk(A;4), Spo € ¢NI(A4;3,5). Uloha ma 2 FeSeni.
m) Sestrojte dv& rovnobé&zky p, ¢ ve vzdalenosti v, = 4. Na p libovolné vyznacte bod A.
Potom B € ¢Nk(A;5), C € ¢gNI(Sap;3,5). Uloha mé 2 feSeni.
n) Sestrojte dvé rovnobd&zky p, ¢ ve vzdélenosti v, = 4. Na p libovolné vyznacte bod A.
Potom B € qNk(A;5), C € gNt, kde t || AB ve vzdalenosti v = 3. Uloha m4 2 Feeni.
0) AABC dopliite na rovnob&inik ABXC. Sestrojte AABX, |AB| = 3,5, vyska na AB
je ve = 3, |AX| = 2to = 4. Uloha m4 2 FeSeni.
p) Sestrojte dvé rovnobézky p, ¢ ve vzdalenosti va = 3,5. Na p libovolné vyznacte bod A.
Potom B € q N k(A;6). Sestrojte Thaletovu kruZnici k¥ nad AB, B € I(B;5,5) Nk,
C € — AB; N q. Uloha mé 2 fedeni.
q) Umistite AB, |AB| = 8; C € pN Gz, kde p || AB ve vzdélenosti 1,5cm, Giz0 = {X €
€ 0; | xAXB| = 120°}. Uloha m4 2 FeSeni.
r) Umistite AB, |AB| = 8; C € k(Sap;4,7) N Grs, kde Gz5 = {X € o; |XAXB| = 75°}.
Uloha mé4 2 feSeni.

h

~

~

~
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s) Umistite CSpp; |CSap| = t. = 7,5. Na tc vyznadte t&%%ts T, |TC| = 4; A € |

€ k(T; 2ta = 5) N Gys, kde G5 = {X € g; |KCXSap| = 45°}. Uloha m4 2 FeSen.

t) Umistite CCy, |CC1| = 4, sestrojte kolmici p bodem C; na CCi. A € p N Ggo, kde
Geo = {X € ¢; [KCXC1| =60°}. B € pN Gys, kde G5 = {X € p; | KCXC| = 45°}.
Uloha ma 1 FeSeni.

u) AABC dopliite na rovnob&nik AY BC. Umistite CY, |CY| = 2t. = 8. A € GgoNGyos,
kde Geo = {X € ¢; |[XxCXScy| = 60°}, G105 = {X € ¢; [XCXY| = 60° 4 45°}. Uloha
ma 1 FeSeni.

v) Nejprve sestrojte thel 8 = 180° — a — . Potom je tloha v) stejna jako tloha u). Uloha
ma 1 feSeni.

19 a) Sestrojte k(S;4). Na k vyznacte libovoln& bod A, B € kNI(A;7,5). Uloha m4 4 feSeni.

b) Sestrojte k(S;4). Na k vyznalte libovoln& bod A, B € kN I(A; 7). Sestrojte Thaletovu

kruZnici k1 nad AB. Ay € k1 N11(A4;3), C € — BA; Nk. Uloha ma 2 feSeni.
Sestrojte k(S;4). Na k vyznacte libovoln& bod A, B € kNi(A4;7,5). C € kNl1(SaB;4,5).
loha ma 2 feSeni.

d) AAA,C, |AA1| =5, |XACA;1| = 45°, |[xAA1C| = 90°. Uloha m4 1 feSeni.

20 a) Umistite AB, sestrojte thel a = 45°. Stfed kruZnice vepsané le#i na prése&iku rovno-
béZek s rameny Ghlu o ve vzdalenosti 1,5. Pomoci Thalet. kruZ. sestrojte teny z bodu
B ke kruZnici vepsané. Uloha ma 1 FeSeni.

b) Umistite Ghel 8 = 60°. Stfed kruZnice vepsané leZi na rovnobézkach s rameny thlu .
RovnobéZzka s jednim ramenem thlu 8 ve vzdal. vc = 4 protne druhé rameno v bodé C.
Pomoci Thalet. kruZ. sestrojte teny z bodu C ke kruZznici vepsané. Uloha m4 1 ¥eSeni.

21 a) AABS, a =6, | XASB| =120°, |AB| = $v, = 1,5. Uloha ma 2 FeSeni.

b) Umistite BD, bodem Spp sestrojte pfimku tak, aby svirala s BD thel 45°. C € pN

N k(B;4). Uloha mé 1 feSeni.
22 a) Umistite AB. C € pNk(B;4), kde p || AB ve vzdalenosti 3 cm. Uloha m4 2 FeSeni.
b) AABS (S je prisecik uhlopricek), |AS| = 3, |[BS| = 2, |[¥xASB| = 90°. Uloha ma

1 FeSeni.

23 a) AAXC, |AX|=8+3,|CX|=|BD|=1,|AC| =6; B€ AX A |AB| = 8. Bodem C
vedte rovnob&*ku s AB, bodem B vedte rovnob&zku s XC. Uloha m4 1 feSeni.

b) AAXC, |AX| =644, |AC| =5, | xACX| = 120°; B € AX A |AB| = 6. Bodem C
rovnob&iku s AB, bodem B rovnobé&zku s XC. Uloha m4 1 feSeni.

c) AAYD, |AY|=7-2,|YD| =4, |AD| = 3. Uloha m4 1 feSeni.

d) AABD, (6,6,4); C € pNGi20,kdep || ABA D € p,Gi20 = {X € 0; |¥xBXD| = 120°}.
Uloha ma 1 feSeni.

24 a) AABD, |AB| =17, |BD| =5, a = 45°; C € k(A;8) N+ DX, |xADX| = 150°. Uloha
ma 2 feSeni.

b) AABC, |AC| =6, |BC| =5, |xBAC| = a; D € k(C;5) N, kde ! je Thalet. kruZ. nad

AC. Uloha ma 2 feSeni.

ABCD, |BC| = 6, |CD| = 3, |xBCD| = 30°; A € k(C;5) N Gag, kde Gzo = {X €
€ 0; |¥xBXD| = 30°}. Uloha nema Fefeni, protoZe &tyfuhelnik je nekonvexni.

AACD, (4, 5, 6). B € LN p, kde | je Thaletova kruZnice nad AC,p L AC A D € p.
Uloha ma 1 FeSeni.

C

~

g}
~

d

~

10.5 Konstrukce usecek
25 V2 =12 +12, V3 = /(V2)2 + 12, V5 = V22 + 12 atd.
26 a) V5 = 22+ 1%; b) VI3 = V3T + 22; ¢) V24 = V52 - 12; d) VI2 = V4% - 2%
27 Napt. a) V6 =v3-2; b) V12 =V6-2;¢) V17 =+/85-2;d) VI8 = V6 - 3.
28 Uzijte redukéni Ghel. 29 2 FeSeni, |AX| = 1,5|AB]|.
30 Usecku 15cm rozdélte v poméru 2 : 3 : 4.
31 a) Pyth. véta; b) Pyth. véta; c) z je Ghlopticka &tverce o strané a; d) @ dvojnésobnéa

vyska rovnostran. A o strané a; e) Euklid. véta; f) Euklid. véta; g) podobnost;
h) podobnost.

32 Ve vSech pripadech uZijte podobnost.

10.6 Shodnéa zobrazeni
33 Stredova soumérnost; S(M): p = p'; Y €qnyp’.
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Osova soumérnost; O(q): p = p'; Y €pnyp'.

Otodeni; R(M;+60°): g = ¢; Y €png’.

Posunuti; T(AB): k = k'; Y € pnk’. Nebo T(BA): k = ki; Y € pnk].

St¥edova soumérnost; S(M): k — k'; C € pN k'. Uloha mé 2 FeSeni.

Oto&eni; R(M;£90°): k — k’; C € pn k’. Uloha mé 2 feSen.

Osova soumé&rnost; O(+» PM): k — k'; C € pn k. Uloha m4 2 FeSeni.

Otoceni; R(M;£60°): k — k'; B € pnk’. Uloha ma 2 feSeni.

Posunuti; T(OM): k — k'; L € pnk'. Uloha ma 2 feSeni.

Osova soumérnost; O(+> PM): k > k'; A€pnk'. Uloha mé 2 FeSeni.

Otoéeni; R(A;+60°): O KLMN -0 K'L'M'N’; B € KLMNNn O K'L' M'N'. Uloha
ma 2 FeSeni.

Otoceni; R(C;£120°): k2 — kj; A € k1 N kY. Uloha ma 2 feSeni.

Otogeni; R(T; £120°): k1 — ki; B € k2 N kY. Uloha m4 2 FeSeni.

Otoé&eni. Sestrojte libovolnou tétivu KL délky 6cm, A’ € +» KL N k(O;3),

R(O; xA’OA): K — X, L — Y: a) 2 feSeni; b) 2 FeSeni.

Posunuti. V AABC vyznadte vysku CC1; O' € CC1 N'm, kde m je kolmice z O na CC.
Potom T(00'): k » k'; X € ACNK' AY € BCNk' = p=+ XY. Uloha mé 1 FeSeni.

Uziti stredové a osové soumérnosti ke konstrukci trojihelniki

Stfedova soumérnost;

a) k(C;5); S(S1): k = k'; B € k' n1(C;3,5). Uloha ma 1 feSen.

b) Gzo = {X € ¢; |XxCXS1| =30°}; S(S1): Gzo — Ggo; B e Ggo N Gys, kde Gas = {X €
€ p; |¥CXS1| = 45°}. Uloha m4 2 feSeni.

c) k(C;8); S(S1): k — k'; B € k' N Gz, kde Gzo = {X € p; |XCXS1| =30°}. Uloha mé
2 fedeni.

d) Teziste T € CS1, |CT| = 2; k(T; 2ty = 5) S(S1): k = k'; A € k' N Ggp, kde Ggo =
= {X € 0; |*xCX S| = 30°}. Uloha m4 2 FeSeni.

Osova soumérnost;

a) AABX, |AB| =5, |BX| =a+ b= 10, vy$ka na BX je 3; C € BX No, kde o je osa
strany AX. Uloha ma 2 FeSeni.

b) AXBC, | XB| =b+c = 10, [xXBC| = g = 60°, |[xBXC| = § = 22°30’. Potom
A € XBnNo, kde o je osa strany XC. Uloha ma 1 feSeni.

€) AXYC, |XY|=b+c+a=12 |xCXY|= S AxXYC|=£. A€ XY Noy, kde 01 je
osa strany XC, B € XY Nogz, kde 02 je osa strany YC. Uloha mé 1 feSeni.

d) AKLC, |[KL| = b+a+c =12, C € pN G120, kde p | KL ve vzdalenosti 3cm,
G120 = {X € o; |xKXL| = 120°}; Ghel KCL je 120°, protoZe |xKCL| =180° — § —
— % = 180° — %(a +B) = 90° + 1 = 120°. Oznalme oy, 02 osy stran KC, LC. Potom
A€o0y NKL, B € 0N KL. Uloha mé 2 feSeni.

10.7 Skladéani osovych soumérnosti

SloZenim dostaneme:

d) otoceni, stfed S[1;1] o a = —90°;
e) stfedovou soumérnost, st¥ed S[2;0];
f) identitu.

a) posunuti dané vektorem p = (4;0);
b) posunuti dané vektorem p = (—4;0);
c) stfedovou soumérnost, stfed S[1;2];

10.8 Hleddni minimalniho souétu useéek

a) O(+» AB): K — K'; potom. X € ABN K'L.

b) O(+» BC): K — K'; O(+» AB): L — L'; potom X € ABNK'L', Y € BCNK'L'.
c) O(++CD): K - K'; O(++ AB): L — L'; potom X € ABNK'L',Y e CDNK'L".
a) 4 feSeni, postup jako v 5la), volba stény — 4 moZnosti.

b) 4 FeSeni, postup jako v 51b), volba dvojice stén — 4 moZnosti.

c) 2 feSeni, postup jako v 51c), volba dvojice protilehlych stén — 2 moZnosti.
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10.9 Stejnolehlost

53
K FeSeni ulohy 53
54
D C
A

Az =Cy
K feSeni Glohy 54

55 Strany hledaného trojihelniku tvori st¥edni pricky daného AABC.

56 a) ko(S1;3cm), S; € SM A |S1M|=3cm; b) ky(S2; 2cm), S2 € SM A |SeM| = 2cm;
c) kc(S3; 1em), S3 € SM A |S3M| = 1cm;
d) kq(Ss; 2cm), Sq4 € = SM A |S4S| =6cm A |S4M| =2cm.

Stfedy stejnolehlosti dvou useéek
57 a) S; € + AD N+ BC, S2 € <+ AC N+ BD, 2 stfedy stejnolehlosti;
b) S€ AD N BCV S € AC N BD, 1 stied stejnolehlosti.

58 Narysujte libovolny AKLX. Potom narysujte dva podobné trojihelniky: AKLX ~
~AMNY, AKLX ~ ANMZ.
Hledané stiedy lezi: S1 € @ KM N& XY, S €e o KMN& XZ.

Stredy stejnolehlosti dvou kruZnic .
59 Narysujte dva libovolné rovnobé&iné priméry AB, CD danych kruZnic. Potom narysujte
stfedy stejnolehlosti iseek AB, CD.
60 a) = %; b) xx=4; ¢)x= —%; d) = —4.
Uziti stejnolehlosti dvou kruZnic v konstrukénich tlohéch )
61 Narysujte stfedy stejnolehlosti S1, Sz danych kruZnic, potom z bodt S; a Sz vedte pomoci
Thaletovy kruZnice teény ke kruZnici k1 nebo ke ks.
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62 V kruZnici k1 narysujte libovolnou tétivu délky 4cm, jeji stfed oznate M;. Narysujte
kruZnici ¥} (O1; |O1M1]). Podobn& vyznaite t&tivu dlouhou 4cm v kruznici k2, jeji stfed
oznatte My a narysujte kruZnici k,(Oz2; |O2M2|). Potom spoletné tetny kruZnic ki, kj
vytinaji na kruZnicich poZadované stejné Gsecky. Uloha ma 4 feSeni.

63 Narysujte libovolnou kruZznici [(L; ), kterd se dotyka ramen Ghlu AV B. Oznadte My, M2
priiseliky kruZnice [ s pfimkou VM. P¥imky vedené bodem M rovnobéin§ s MiL, MaL
protinaji osu ihlu AV B v bodech S, S2, coZ jsou st¥edy hledanych kruZnic.

64 Nemusi se uit stejnolehlosti. Jednodussi je bodem M vést kolmici na osu X AV B, priise¢iky
kolmice s rameny thlu oznalte P, Q. Potom hledané kruZnice jsou dvé&, kruZnice AVPQ
vepsana a pripsana.

65 Stiedem O sestrojte kolmici g k p¥imce p. Prise¢iky kolmice ¢ s kruZnici k oznacte X, Y.
S1 € @ XTNk,S2 € «+YT Nk. Body 51, S2 jsou stiedy stejnolehlosti kruZnice dané
a hledané. St¥edy O1, O3 hledanych kruZnic leZi na kolmici k pfimce p v bod& T' a na osach
useéek T'S1, T'S2. Poloméry jsou 0151, O2S53.

Konstrukce usecky délené danym bodem v uréitém poméru
66 H(M;x=—2): (= VA) = (= V'A"),Y € VBN~ V'A" Uloha mé 1 feeni.
67 a) Bod X lezi na obvodu &tverce ABCD a na obrazu &tverce ABCD ve stejnolehlosti
H(M; <= —%) Uloha ma 2 Feeni.
b) Bod Y le#i na obvodu &verce ABCD a na obrazu &tverce ABCD ve stejnolehlosti
H(M; ¢ = —2). Uloha m4 2 feSeni.
68 H(M;»x=—1): k=K, X € knk'. Uloha m4 2 feSeni.
69 a) H(M;»x=3): k > k', X € kNk'. Uloha ma 2 feeni.
b) H(M;»x= 2): k — k', Y € kN k'. Uloha mé 2 feSeni.
70 H(M;s= 1) k= K, X € knk'. Uloha ma 2 FeSeni.

71 H(M; = —%): k1 — ki, Y1 € kaNk]VH(M;x= —2): k1 = kY, Yo € ka N kY. Uloha ma
2 feSeni.

Uziti stejnolehlosti pFi konstrukci trojihelniki
72 a) Pomocny AA'B'C’: o' = 4, b =5,y = 60°. Vyznalte vysku v v AA'B'C'. Potom
H(C; %= %): AA'B'C' — AABC.
b) Pomocny AA'B'C': b =7, ¢’ =6, a = 45°. Vyznalte vysku v, v AA'B'C'. Potom
H(C;»= %): AA'B'C' — AABC. -

¢) Pomocny ACA’B'C': a = 75°, = 45°. Sestrojte kruznici vepsanou AA’B'C’. Vyznacte
jeji stied S polomér o’. Potom H(S; »x = —ge,-): AA'B'C' - AABC.

d) Pomocny AA'B'C': a = 60°, v = 60°. Sestrojte kruznici opsanou AA’B’'C’. Vyznacte
jeji stfed S polomér /. Potom H(S;» = %): AA'B'C' - AABC.

e) Pomocny AA'B'C': o' =7, = 3, c = 5. Vyznatte vysku v, v AA'B'C’. Potom
H(C;» = %¢): AA'B'C' - AABC.

f) Pomocny ACA'B’C’: o = 4,4 = 3, c = 5. Sestrojte kruznici opsanou AA'B'C’.
Vyznatte jeji stied S polomér +/. Potom H(S;»x = 5): AA'B'C' - AABC.

g) Pomocny AA'B'C': o/ = 5,4 = 6, ¢ = 5. Sestrojte kruZnici vepsanou AA'B'C.
Vyznalte jeji stied S polomér o'. Potom H(S; = -Qe,—): AA'B'C' - AABC.

h) Sestrojte tthel XA'Y, |[<XA'Y| = a = 45°. Na jednom ramenu vyznalte Gsetky délek
|A’B1| = 3, | B1C'| = 4. Sestrojte kolmici na A’ B; bodem Bj, jeji priseéik s druhym
ramenem oznaéte Ba. Potom H(Bi;x = |BT:"BT,I): Al 5 A C' = C. BeE—AByNp,

kde p || AB; ve vzdélenosti vp.

UZiti stejnolehlosti k vepisovani utvara

73 Narysujte pomocny &tverec KLy My Ny tak, aby Ki1Li || AB, M1 € BC A N1 € AC.
Potom K € AB+ CK1, L € AB+CLy. KL je strana hledaného &tverce.

74 St¥ed Gsecky AB oznalte S;. Narysujte pomocny &tverec K1Li M1 Ny tak, aby K1L; C AB
a stied usetky K1L; byl v bodé S1. Potom M € <+ S1M1NkAN € <+ S1N1N k. MN je
strana hledaného &tverce.

75 Narysujte pomocny obdélnik K;Lj; M Ny tak, aby platilo: K1 € BS, L1 € AS A K1Ly I
” AB A lMlLll — 2|K1L1|. Potom M € &+ SM; Nk, N € & SN1 Nk.
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Konstrukce na omezené nékresné

76, 77, 78 Na papife zvolte libovolny bod S, zvolte koeficient stejnolehlosti sc. Ve zvolené
stejnolehlosti nakreslete obraz zadani (koeficient stejnolehlosti s zvolte tak, aby nedo-
stupny bod uZ byl na papife.) Provedte poZadovanou konstrukci a vysledek zobrazte ve

stejnolehlosti se stfedem S a koeficientem }( 2

9.10 Skladéni rotace a stejnolehlosti
79 R(M;£90°): k — ki1, potom H(M; 3= 2): ky = ko. B € pN k3. Uloha ma 2 feSeni.
80 R(M;+45°): k — ki, potom H(M; = \/5) k1 — k2, A € pNks. Uloha ma 2 feSeni.

11 Geometrie — vypocty

11.1 Trojihelnikova nerovnost

c€(2;14). 2 |AB| € (0;20). 3 a€ (2;14).

Diikaz pro vc. Pouzijte trojihelnikovou nerovnost na AACC;, ABCC1, C) je pata vysky

z C na AB, potom obé& nerovnosti sectéte.

Dopliite AABC na rovnobé&Znik AX BC a pouZijte trojihelnikovou nerovnost na ACAX.

6 Uzijte trojihelnikové nerovnosti na AABT, ABCT, AACT, kde T je t&%i5t&. Nerovnosti
seCtéte. Potom dopliite AABC na rovnob&znik AX BC, uZijte trojihelnikovou nerovnost
na ACAX, dopliite AABC na rovnob&nik ABYC, uZijte trojihelnikovou nerovnost
na AABY, dopliite AABC na rovnob&Znik ABCZ, uZijte trojihelnikovou nerovnost na
AABZ. Nerovnosti se¢téte.

7 AABC dopliite na rovnobéinik ABA;C. Oznadte T té%isté AABC, Ty t&%ist& ABA;C.
Pro ATT;C plati trojihelnikova nerovnost, proto lze A ABC sestrojit.

8 Z délek vySek odvodte pomér délek stran. Plati a : b: ¢ = 10: 5 : 4. AABC nelze sestrojit.

H =

11.2 Uhly stFidavé, souhlasné, vedlejsi, vrcholové
9 a) a=170° B=+v=065%6=110° b) ¢ = 100°, v = 80°, ¥ = 120°.

11.3 Uhly v trojihelniku
10 Bodem C vedte rovnob&zku se stranou AB. Vyznadte stiidavé ahly s «, 8.
11 Dopotitejte [xBMC| = £. 12 60°. 13 |XAOB|=180° - % — & =90° + 1.
14 Dopocitejte thly v AKLM (a = = v = 60°).

15 Soucet Ghld ve &tyFahelniku napf. ASDP je 360°. S je stfed kruZnice k, P je prisedik
tecen.

16 S4B je stfed prepony AB, bod C; je pata kolmice z vrcholu C na AB, bod O je prisedik
osy pravého Ghlu s AB. |[XCAB| = |¥ACSap| = |XC1CB| = a. Proto [xC1CO| =
= |xS4BCO| = 45° — a.

11.4 Shodnost trojihelniki
17 ACAH = AKAB podle véty sus, s =b, u = a + 60°, s = c.
18 ACBP = ATBA podle vty sus, s =a, u=f+90°, s = c.
19 a) sus,s=a,u=a,s=0b; b)sus,s=0b,u=a+90° s=a.
20 a) Ssu, S = |VM]| (spole¢nd), s = [MX1| = |[MYa|, u = 90°;
b) usu, u =90°, s = |[MX;1| = |MY2|, uu — shodné vrcholové Ghly.

11.5 Podobnost trojihelnika

21 Plati a), c). Trojthelniky jsou podobné podle véty wu. u = |xSAB| = |xSCD|, u =
= |XABS| = |<CDS)|. Neplati b), protoZe je uvedeno nespravné potradi vrchold.
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22
23
24

25

26
27
28

29
31

AABC ~ AASABSac ~ ASpcSacSap ~ ASapBSpc ~ ASacSBcC (uu). VSechny
trojuhelniky maji vnitini Ghly o, 8, 7.
AAA;C ~ ABB;C podle véty uu = |A1C| : |AC| = |B1C| : |BC]|, v je spoleény =
= AABC ~ AA1B;C.
z=a-(2v3-23).
2 FeSeni: 1 = %a-(3—\/§), y1 = %a-(S—\/g); To = %a~(4\/§—3), y2 = —%a~(4\/§—3).
Oznaéte a1 (a2) délku strany Sestitihelniku vepsaného (opsaného) = a2 : a1 = ?Aaé ()
|S152] = 12cm.

BL C1 K _ |C1L
ABCA ~ ABLCy ~ ACIKA~ ACICL = ¢ = (BEL A g = IGKL A2 = [0 =

s _ |BL|  |C1K| . |CiLl y @® _ |BLI
a — . . —
= 3% = [GiLI* [AK] 1GiK[ = 83 = [AK[’

Je-li @’ : a = k, potom Saarpror :SaaBC = k2. 30 lAMl — (8—4\/§)cm
a) [pAB|=v-(1 - 3@); b) |Cp|: |pAB| = (V2+1): 1.

11.9 Aritmeticky a geometricky primér

T R ki e SRy W

58 Aritmeticky priimar: %ﬁ = 5, geometricky primér: vVab = 4.

59 a) |SC| =t

a=b

c
2
60 a) |[MS| =238 4b= 2tk b) Mocnost bodu ke kruznici... |[MT|2 = IMA|-|MB| = a-b.

2

12 Stereometrie

= fete, b) Buklidova véta o vyice... |CCi1| = \/cz G5

Lol VYPOGRY

12.1 Vzdjemna poloha dvou pFimek, pfimky a roviny, dvou rovin, t¥i rovin

1 a) Mimobé&Zky; b) riznob&zky; c) rtizné rovnob&zky;

2 a) Pfimka je riznob&Zna s rovinou; b) pfimka je rovnob&’na s rovinou, pNo =10

d) mimobé&zky.

)

; 2 c) pfimka leZi v roving; d) p¥imka leZi v roving.

32 a) |SB1|:|BiC| =9:16; b)|SBi|:|BiC|=a?:4b% c)|AB|:|BC|=2:1. 3 a) Ribznob&Zné roviny; b) riizné rovnob&né roviny; c) riiznob&zné roviny; d) shodné
roviny.

4 ) tI'i‘i rﬁznoPé?né 'roviny, spolecny jeden bod (stfed krychle), trs rovin; b) tfi riznobé&%né
roviny, fpovletlzna. .prlmka SBEScH, svazek rovin; c) tfi riiznob&%né roviny, adny spoleény
bod, priisecnice jsou navzajem rovnobézné; d) dvé rovnob&iné roviny protina rovina tieti.

11.6 Pythagorova véta a Euklidovy véty
33 a) Je pravothly; b) neni pravodhly; c) neni trojuhelnik.

34 Ovéite platnost Pythagorovy véty.

5 a) Riaznob&Zky; b) pfimka je riiznob&’na s rovinou;

c) riizné rovnobé&zné roviny;

35 2 = a2 + b2 — 2abcos 90° = a? + b%; a? = % + b? — 2cbcosa = % + b? — 2cb% =c? - b?; d) tfi riznob&Zné roviny, spole¢ny bod, trs rovin.
b2 = a2 + ¢2 — 2accos B = a? +c? — 2ac? = c? — a2; coz je vidy Pythagorova véta.
36 v:% 3. 37 c:lG%cm,a:l(ﬁ%cm. 12.2 Rezy
38 Ovéite platnost Pythagorovy véty pro ACLS. 6 Seu s
39 a;, (S1) strana (obsah) &tverce vepsaného, az, (S2) strana (obsah) Etverce opsaného. Potom < 38
a) :a 2:2,81:852 1.2 \ | / Sra
40 Uzijte Pythagorovu vétu na AEAK, |[xEAK| = 90°. 1 ! \ | ,)\
t ,
41 a) |BD| = 10cm; b) [DA;|=3,6cm; c)|BAj|=6,4cm; d) |AA;| = 4,8 cm; | | \ )',’
e) |A1A2| = 3,84cm. 'l | \\
42 a) |[MTi| =6v2cm; b) |T1T2| =4v2em; c¢) |S,T1iT2| = lcm. | : \
43 a) [T\Ty| = 1,5cm; b) [T1Te| = 2vT5cm;  [T3Tab=2vTem. ,’ J -\ C
44 t, = 2\/6cm. 45 2 FeSeni |[DX1|: |X1C| =7T:4; |DX2|:|X2C| =4: 1. [ ’H’,,—”
46 |P1P;| = 3V/Tcm. '/,,f’
47 Z bodu M sestrojte kolmici na AB a na BC. Uzijte Pythagorovu vétu na pravothlé A
trojahelniky, které takto dostanete.
o , ., . L
11.7 Stfedovy a obvodovy tihel <) d) R
\
48 75°,45°,60°. 49 30°,75°,75°. 50 Plati. 51 60°. 52 a) a =20°,v=120°6= 40°; : M | \
b) 80°. 53 8 =90°, 6 = 112°30', ¢ = 90°, ¢ = 67°30’. 54 30°, 45°, 105°. I 4 I \
| - 'SCG | |
11.8 Mocnost bodu ke kruznici II - :
-
55 a) Trojthelniky jsou podobné podle véty uu; shodné obvodové Ghly |xBAD| = |¥BCD|, r/ |
shodné vrcholové thly |<xAPB| = |<CPD|. ) —— A I
b) Poméry odpovidajicich stran podobnych trojihelniki jsou stejné. //S P =
56 a) Trojthelniky jsou podobné podle véty uu; spole¢ny uhel u vrcholu M, shodné obvodové /L\AD y _ A
Ghly |[xMAD| = |xMCB]|. > \-—"
b) Poméry odpovidajicich stran podobnych trojuhelniki jsou stejné. SaB K

57

238

a) Oznaite |XxBAT| = a, potom |xBST| = 2a = |STB| = 90° — a. Protoze |xSTM| =
= 90°, musi byt |xBTM| = a.

b) Trojahelniky jsou podobné podle véty uu.

c) Z podobnosti podle b) plyne: |MA| : |MT| = |MT| : |MB|.
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12.3 Prinik dvou rovin
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12.4 Prunik pFimky s rovinou

K fFeSeni ulohy 10
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pfimka je rovnob&%na s rovinou

K FeSeni tlohy 11

4
pfimka je rovnob&’nd s rovinou

K feSeni alohy 12

12.5 Prinik pfimky s povrchem télesa
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Metrické dlohy — vypoéty vzdalenosti
12.6 Vzdélenost dvou bodi

d) | \X 15 a) 4V3cm; b) 6cm; c) 2v6cm; d) 2v6cm; e) 2v/3cm;  f) 2v2cm.
! \‘ 16 a) 2vIlcm; b) 2v/10cm; c) 3v3cm; d) V19cm; e) vilem; f) v/19cm.
: \\ 12.7 Vzdélenost bodu od pFimky
: \\ 17 a) 4cm; b) 2v6cm; c) 4v/2cm; d) 2vV6cm; e) % 6cm; f) 2v/6cm; g) 4cm;
)‘____\\____ h) 3v2cm; i) v22cm.
// > ~ \ 18 AABHEACBHE‘ADHBEAEHB%AFBHEAGHB=>U=%a 6 cm.
¥ \\Y K feSeni tlohy 13 19 a) 2/10cm; b) %— 22cm; c) %\/ﬁcm; d) V1lcm; e) Vi7cm; f) 3v/2cm.

sl
]

12.8 Vzddlenost rovnobéznych pFimek
20 a) 4v/2cm; b) 2v/6cm; <) % 30cm. 21 a) 3v/2cm; b) %\/mcm; c) %\/2_2cm.

12.9 Vzddlenost mimobézek
22 a) 4cm; b)4cm; c) %\/gcm. 23 a) 2cm; b) 3cm; <) %\/ﬁcm.

12.10 Vzddlenost bodu od roviny
24 a) 2¢/2cm; b) %\/gcm; c) g-\/gcm; d) vV2cm; e) 2v2cm; f) %\/5—cm.
25 a) 3cm; b) % 10cm; c)3cm; d) vV2em.
26 a) %\/Ecm; b) %\/f—icm;
c) %\/(_icm; d) %\/gcm.
27 a) 2v/3cm; b) 3cm; c¢) 6em; d) 6cm.

12.11 Vzdalenost rovnobéznych rovin
28 a) %\/gcm; b) % 3cm; ¢ %chm.

Metrické ulohy — vypoéty odchylek

12.12 Odchylka dvou pfFimek

29 a) 60°; b) 35°16'; c) 70°32'; d) 90°; e) 54°44’; f) 54°44’; g) 90°; h) 90°;
i) 90°. 30 a) Priblizn& 71°; b) pfiblizn& 51°; c) pfiblizn& 48°. 31 a) 35°06';
b) 50°29’; «c) 90°; d) 72°27'; e) 90°; f)90°; g) 77°05'; h) 70°32'; i) 70°32'.

32 a) Priblizné 72°; b) pfiblizn& 77°; c) 90°.

12.13 Odchylka pFimky od roviny

33 a) 35°16’; b) 35°16'; c) 35°16’; d) 35°16'; e) 24°06'; f) 24°06'; g) 35°16';
h) 54°44'; i) 0°.

34 a) 90°; b) 18°26/; c) 64°46'; d) 34°54'; e) 35°16'; f) 35°16'.

12.14 Odchylka dvou rovin
35 a) 90°; b) 54°44’; c) 90°; d) 26°34'; e) 35°16'; f) 60°.
36 a) 71°34/; b) 36°52'; c) 18°26'; d) 84°16'; e) 90°; f) 63°26'.
37 a) 60°; b) 60°; c)51°19'; d) 82°49'.

P K Fefeni dlohy 14
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41

46
49
51
54
56
58
60

62
64
65
67
69
70
73

74

77
79
80
82
84
86

87 r

250

12.15 Dalsi Glohy

a) cesta SppKX,kde K € EF A |KF|= 1%cm, délka cesty je d = v/37cm;

b) cesta YLX, kde L € FG A |LG| = 1cm, délka cesty je d = 4v/2cm.

a) cesta CXSav, kde X € BV A VX| = % 11 cm, délka cesty je d = % 11cm;

b) cesta DYTapcv,kdeY € CV A VY| = 1—;§§ 11 cm, délka cesty je d = %MCm.
a) |AC| = |CH| = |AH| = |AF| = |HF| = |CF; b) vZcm;

c) AFLCHANAH LCF A AC L FD;

d) % 6cm; e) v2cm; f) 60°; g) 70°32'.

a) 51°19'; b) 57°25; «c) 73°54'; d) v39cm.

a) 24/11cm; b) 6v/3cm; c) 64°46'; d) 71°34'; e) 12cm.

12.16 Obsah Fezu

a) 0=4V17cm, S =12v/2cm?, b)o= (6v/2+4v/5)cm, S = 18cm?; ¢) o = 12v/2cm,
S = 12v/3cm?.

a) o= (6+2v19)cm, S = 9v2cm?; b) o= (V19 + V11 4 2v5)cm, S = V46 cm?;

c) o= (2vV19+ %\/ﬁ)cm, S= %\/3_4cm2. 45 o = (6 + 4v/10)cm, S = 3v/39cm?.

12.17 Objemy a povrchy téles

a) 3v/2cm; b) 54v/2cm?; c) 108cm?. 47 a) 8%; b) 4x.
S =16V4(1+2v2)cm?. 50 V =15v/3cm3.

V = 144y/3cm3, S = (48v/3 + 144)cm2. 52 a=3,9cm. 53 S =125,8cm?.
5=2(V3+V15)em?, V =40,5cm®. 55 V = £V6em?, S =16(1 + V7) cm?.
V=215cm? S=60cm?. 57 V=% cmd
V=10cm3 S = (5 + 3va)em?. 59 V=232 S=a2. V3.

V=-73§ 6cm3,S=(52+20\/7)cm2. 61 V=% 3cm3, S = 92cm?.

48 0O 52 %.

IDX| =3, 63 V=125y2cm? S =503 cm?.
V =1000xcm3, S = 100x(3 + 2v/3) cm?.

V:%n 3cm3, S = 12rcm?. 66 Vy:Vo=a:b.
a)g:?%cm; b) |VX|:|XS|=%:(2—\3/E). 68 Vi :Vo:V3=19:7:1.
a) o= ¥36cm =3,3cm; b) v :vy=(V36—2):(4— V36)=1,185.

S =6Yndm?. 71 rkuzel = Rpalkrun = 8- 72 r=1cm, V = %1: 2cm3.
Cast mezikruzi z vysete, kde 1 = 50cm, r2 = 25cm, ¢ = 216°.

v=r= {’/gdm. 75 V = 160xv/5cm3 = 1,1 litru.

r={Ldm v= \B/Edm. 78 2730m.
hLY

a) 39,8%; b)51,9%; c)83%; d)168%.

S = 13300000 km?, co? je 2,6 %. 81 V =61,2cm3, S = 65,3cm?.
S = 12rncm?. 83 Virychle * Viehlan : Vikuzel = 12:4: 7.
Vi:Vo:Va=3rV/3:6:mx. 85 r = 3v/2cm, v = 6v/2cm, 53 %.

a) r=3v3cm, v=9cm, 28%; b)r=6v3cm, v =18cm,44%.

= g@ cm, Viuzel = 2Vkoule-

r= 21020 oy Vipian = 2,6Vioute: 89 @ =2V6cm, 26%.
r=+/3cm, v =2v6cm, Viuzel : Vetyisten = # 1= W= e

76 S = lzs—ncmz.

13 Vektory

1
3
4

6
7

13

15
16

13.1 Vektor, souradnice vektoru

a) u=(3;-2); c) X[0;—4]; d)wum =(-3;2).
a) X[9;—6]; b) X[-5;8]; c) X[-3;2].
C[5;1; —2], C1[8;7;1], B1[6;2;5), D1[7;8;0].

2 a) z=(1;2;4); b) Z[1;2;4].

13.2 Scéitani a odéitani vektoru, nasobek vektoru

y
71\ w2 y}\
6 w3
5 wy
—V
3 Y 3 3
2
=9 o -2
4 6 8§ 1 4 5 iz
o
’ —4 L —4
wy = (2;-1), wp = (6;7), w3 = (8;6) wy = (5;5)
Yy
A
6,5 ws

a) A, B, C lezi na pfimce; b) yp =0.
a) napt. K — L # k- (K — M); b) R[0; 12; 18], S[—4;5;6].

13.3 Lineéarni kombinace vektoru
9 z=2u—3v+w.
11 u=o.

z=3u+%v. 10 a) wy = —u+v; b)w2=—%u+v;
c)w_7=—%u+%v. 12 w=-3u+v, z=-3u+2v.

a), b) Plati. 14 a) x; = ez, x2 = e —e3, X3 = —e1+ex+e€3, X4= %el + ez — %es,
xs=e +e3; b)yxi=i, xx2=—k x3=i+k, X4=i—%k, x5 = 2i — 2j + k.

13.4 Linedrné zavislé a linearné nezdavislé vektory
Lin. zavislé, 2a — %b +c=o.
a) Lin. zavislé, uy +3up +0uz = o; b) lin. nezévislé; c) lin. zé4vislé, 2wy — wy —2w3 = 0.
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17

24

25

29

31

34
35

45

46
47

48
49
51

54

57
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13.5 Velikost vektoru

lul = 2v5. 18 |ul = 5v2. 19y = #8. 20w = (W2-V2), v» =
= (=7V2;V2). 21 a) ¢ = (3;4) = |c1| =5; b) c2 =(5;0) = |e2| = 5;
¢)ea=(-1;7)=|c3|=5v2. 22m=-2,ma=6 23 q1=-12 ¢2=—6.

13.6 Skalarni souéin dvou vektora u - v
a) p=45° > u-v=3-v2-cos45°=3; b)u-v=0-14+3-1=3.

Uhel dvou vektorii

a) p =45°% b) p =135% c)p=90° d)yp=150°. 26 a) o = 60°;

b) ¢ = 40°22; c) ¢ = 174°14'; d) ¢ = 90°. 27 a) o = 59°02', B = 78°41,
v = 42°17'; b) a = 45°, B = 90°, v = 45°%; c) a = 128°40', B = 35°32', v = 15°48/;
d) o =60°, B =60°v=060°. 28 v; = (0;—4), v2 = (2V3;2).

a) X1,2[2 £ 5v2;0;0], b) X12[2+5v3;0;0]. 30 x; = (1;0;1), x2 = (0;1;1).

Kolmost vektori

u-v=0. 32m=-2  33p=4

a) Napf. by = (3;—1); b) by, = (3;—1) V by, = (—3;1); c¢) b = (3k; —k), k € R—{0}.
fi =(8;—-4), L =(-8;4). 36 M [4;4], M{[2;0]. 37 Ci1[2;7], D1[-1;4],

Ca[8;1), D2[5;—2]. 38 B[7;0], C[8;3], D[5;4]. 39 D[}; ], B[§;—3].

My[7;20], N1[3; 2], Ma[5; 2], Na[1; ). 41 X[2;0]. 42 a) T3[0;0], T%(2;0;

b) T[0; =5]; ¢) T1[0;0], T2[3;3]. 43 |FG| = |EF| =3, |[xEFG| = 90°.

a) O1.2[3 +4V2;+4 — 2v2]; b) O1,2[+4v2 — 1;£4 +2v2]; c¢) O1,2[1 £2v2;£2].

13.7 Vektorovy souéin dvou vektorii u x v

a) uxv=(0;0;—-1); c)|uxv|]=1; d)p=45|uxv|=]u| |v|-sinp=1;

e) vxu=(0;0;1); f)z1 = —z2, neni komutativni.

a) (=10;=7;9); b) (2;3;-1); c) (0;0;0), protoZe u||v; d) u X v v roviné neni def.

a) N[5;3;-1], S = 4V/2; b) abychom mohli uZit vektorovy soulin, musime pfevést dlohu
do prostoru napf. tak, %e u viech bodd doplnime soufadnici z = 0. N[3;2], § = 5.

a) Sp =5V6; b) Sa =1; c) A, B, C le#i na pifimce; d) Sa = 4v/10.
o=9\/§,SA-—_% 3,a=pB=vy=060° 50m1=—1,m2=—%.
Y1,2[0;1£2v10;0.. 52 X1[2;0], Xo[34;0]. 83 p1 =2, p2=5.
21,2 = (£¥10;+3¥10,¢),

13.8 Smiseny souéin t¥i vektora (u x v) - w

a) C[1;8;7), B1[4;5; —4], C1[2;9;0], D1[0;5; —1]; b) V = 110.

a) 108; b) 108; c) Objemy téles z Glohy a) i b) jsou stejné, protoZe oba rovnobéZnostény
maji stejny obsah podstavy i stejnou t&lesovou vysku.

5. 58 8. 59 a) 1—23-; b) X1[15;0;0], X2[—9;0;0]. 60 Z[0;0; 7], Z2[0; 0;17).

14 Analytické geometrie v roviné

14.1 Rovnice pFimky

¥ parametrickd rovnice obecné rovnice smérnicovy tvar |uasekovy tvar
a)r=4+2t,y=2—t,tER|(z+2y—8=0 y=—-%z+4 £4+4=1
b)z=2+2t,y=3t,teR |3z—2y—6=0 y=32-3 2+ =1
)z=2+t,y=3+2t,tER|2z—y—1=0 y=2z—1 S+Hh=1
d)z=3t,y=tteR z—3y=0 yz%z neexistuje
e)z=3,y=-2+tteR z—-3=0 neexistuje neexistuje
flz=1+t,y=2v3-V3, |V3z+y-3V/3=0|y=—V32+3V3|§+ L= =1
teR
glz=-2+t,y=4+2t, 2z —y+8=0 y=2z+8 Z+i=1
teR
hyz=3+3t,y=2t,tER [2z2—-3y—6=0 y=2z-2 £+ L =1

22)p={3+5t;-2t,te€R}; byy=—2z+8 3 k=-1Ap=135°.

4pzx=ty=4tteR. 5z+2y=0. Gme{—%;l}. 7 5z —2y+26=0.

8 2z+y+7=0. 9 yp = —10. 10 5z+y—14 =0. 11 a)z=3-3t,y=—-1+2t,
teR,2z+3y—3=0; bjz=3+t,y=-1-2t,t€R,2x4+y—-5=0; c),d)z=3+¢,
y=-1,teER y+1=0. 12a)z=1+t,y=4-3t,t€R; b)z=—-4+3k,
y=—-6+kk€R;, c)z=2+6l,y=1+T7,l€R; d)z=2+3,y=1+¢t€ER;
e)z=-1+ky=-4-3kkeR f)z=1+8,y=4+L1€R.

13a) 20— 12y+7=0; b)c—6y—15=0. 14 oap:z—y=0,0pciy—3=0,

0AC: 4m—6y+3=0=>3[%;% . 15 to: 5z +4y—26=0,tp: 2+ 2y —8=0,
s 2:c+y—9=0=>T[-1§°;g-. 16 vo:y—4=0,v: 2 —3y—2=0,vc:c—y—3=
=0=V[1;4. 17 V[-4;4], T[-%2; 2], S[-3;-1), V, T, S€p: 5z +y + 16 =0.

18 5+ =1, P[150), B0 - 5] 5a = B 195,=%.  20p:8e—y-1=0,

p2: 2c—y+2=0. 21 a)z+y—5=0; b)z—y+1=0; c)3z+y—9=0; z+2y—8=0;
d) 3z +2y—12=0.

14.2 Useéka, polop¥imka, polorovina

22 a)z=-2+t,y=5-1t1t€(0;6); b)z=-2+ky=5-k ke (0;00); c)z=-2+t
y=5—t, tec(—o0;6). 23 a) M[L;Z]; b) P:[-7;0], Py[0; 5]; ) vk =2

24 y y
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K feSeni ulohy 24
25 M nelezi. 26 p € (—11;00). 27 Protinda, body A, B lezi v opaénych polorovinach.

28 c € (—o0; —17) U (24; 00). 29 cE(—oo;-—%)U(%;oo).

14.3 Vzéajemna poloha pFimek
30 a)pllgAp#g b) P[-233]; ¢) P[1;2]; d)p=gq; e) P[-5;11]; f) P[2;-3];
g)p=gq; h)pllgAp#q 31 P[-1;-3] 322c-y-8=0.
3342-3y—19=0. 34z=4—t,y=3+t tcR 35 A[l;-3] B[2;5], C[—2;3].
36 A;[—6;0], B1[0;—-2], C1[2;6]. 37 a) Napf. proa =2, b= —%, ¢ = —1; b) napf. pro
a=2b=-3,c#-1 ca=-3,b£18,c=5 3Ba=-2b=-1
39m=-3 40a=-1,b=2 41a=235c=-%L 42 me(11;00).

43a€(—18;—34§. Mme{—l;%. 45 u; Nug =0. 46 m = 6.
14.4 Odchylka dvou pFimek
47 a) 45°; b) 90°; c) 36°52'; d) 73°44’; e) 30°; f) 90°; g) 56°19’; h) 56°19’.

48 a) 98°08'; b) 81°52; c) 26°34'; d) 140°43’. 49 a)a=-2; b)a€ {3;—-1}.
50 p1:z—-y—-5=0,q1:c+y—5=0,p:c—Ty+1=0,q2: Tz +y+7=0.
51 M1+ 3v31+3v3. 52 ke{0;v3}. 53 y=3z,y=—1z

14.5 Vypoéty vzdélenosti
Vzdélenost dvou bodia

54 0=10v2+2v10. 55 Y1[0;0], Y2[0;6]. 56 X1 2[6+2/10;0.. 57 Y[0;—3].
58 C[3; 7). 59 C[-iL 4] 60 Mi[-1;0], Ma[-13;12). 61 S[-5;-1].

Vzdélenost bodu od pFimky
62 v=3/5. 63u=2.
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64
66
69

74
75
76
78

79

80
83
84

87

88

91

94

96

29
101
102
103
105
107
109
110
11
112
113
115
117
119
120
122
124

126
128

132
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Vzdélenostl — dalsi Glohy
Y1(0;14], Y2[0; —6). €5 M;[35; —11], M2[—43;15]. |
c1,2==24V5. 67 p;:3z—4y+27=0,p2:3x—4y—3=0. 68 v = %
|rp| : |rgl =1:3. 70 0: 8+ 12y —17=0. 71 p1: Tz +y +20 =0,
prx—y—4=0. 72y=0,3x—4y=0. 73 z—-y+1=0,z—y+13=0.
M5 ], Ma(—3; - F), Ma[—2; —4], M4[2;8].

5’ 5
01[1;1], O2[—1;1], O3[-2; —2], O4[—2;2].
z+y—10=0,2z—-y—-2=0. 77 o: x+y+2=0.
a) va = 2v5, v, = 2V10, ve = 2V10; b) ta = 2V5, ty = 5V2, tc = 5V2; «¢) sa = 2V,

sy = V10, sc = V10; d) o = 4v/10 +4V/5, Sa = 20.
a) 0=6v2+2/10; b)s=3v2;, c)v=+72; d)Sa =6.

14.6 Zobrazeni v analytické geometrii

A'[-9;4]. 81 C'[-9;2]. 82 a)p:2c+y+5=0; b)p:2z+y+13=0.
a)3z+y+6=0; b)3z+y—6=0; c)z—3y+4=0; d)3z+y—30=0.
3z —y+28=0. 85 O[-1;6]. 86 O[1;2], x+2y —5=0.

14.7 Dalsi Glohy

Napf. uy = B — A, u3 = C — A jsou lin. nezavislé. Jinak: plati trojihelnikova nerovnost.
|AC| = |BC| = V26, |xACB| =90°. 89 C1[9;5], C2[-7;—1]. 90 C[2;—1].
Ci12[+3 +3V3; £9 + v3]. 92 B[-5—6], C[-3;0]. 93 A[-2;1], B[4;3], C[10; —25].
A[-1; 1], B1[~6; —4], B3[4;6], C1[15; —11], C2[~17;13]. 95 B[—19;10], C[—1;4].
A[2%;128], B[-14;9]. 97 C[2;-6]. 98 B[-10;-2], C[3;—6].

A[-5;12], B[11;-4], C[-1;-2]. 100 Ci[6;7], C2[L; 3].
a,b:z+V3y—8=0,cz=0, A[O;—%\/ﬁ], B[O;% 3.

a=+v=100°18", B =48 = 79°42', w = 47°44'.

B[3;1), D[1;-3]. 104 C1[0;0], D1[-1; 2], C2[62; —-31], Ds[52; -5%).

A[-2; 6], D[—6; 8]. 106 C;[6; —2], D1[3; —6], C2[—2;4], D2[-5;0].

B[5;12], C[-4;11], D[-3;2]. 108 B[0; 7], D[-2; —1].

B[9; 8], C1(23;4], D1[19; —10], C2[—5;12], D2[-9; -2].

A[—4; —2], B[4;—4], C[6;4], D[—2;6].

A1(2;4], B1[6; —2], C1[12;2], D1(8;8], A2(1;—1], B2[7;3], C2[11;—3], D2[5; —7].
B1[2;—2], C1[2; 3], D1[-3; 3], B2[0;2], C2[4; —1], D2[1; -5].

A[-8; —4], C[8;4], D[—4;8]. 114 A[5;3], B[-1;5), C[-3; —1], D[3; —3].

A[0;0], B[-3; —1], C[-2; —4], D[1; -3]. 116 A[-2;0], B[—4; —10], C[6; —12], D[8; —2].
A[10;14], B[-6;2], C[6; —14], D[22; —2]. 118 A[-1;-1], B[0;2], C[-3;3], D[-4;0].
C1[3; —4], B1[2; —6], D1[5; —5], C3[1; —8], B2[2; —6], D2[3; -9].

B[-8;0], C[-2; —2], D[0;4]. 121 A[-8; —12], C[4;12], D[-8;3].

A1[10;0], C1[3;6), A2[2;4], C2[11;2]. 123 B[-9;7], C[-9;5], D[1;5].

C[-3;14), D[5;12]. 125 Bi[0;6], D1[—4;8], B2[-&; 48], D,y[—22; %).

14.8 Vysetfovani mnozin bodi dané viastnosti

.
Osa tisetky AB: 3z — 4y +31 = 0. 127 X leZi na tseéce ux = {[—2t;1+4t], t € (0; 1)}-
130 Stiedy _

129 p1: 2z —y—1=0,p2: 2z —y—9=0.
leZi na pfimce 2x — 2y + 3 = 0. 131 Dv& p¥imky o1: 62+ 1 =0, 02: 8y +1=0.

Dv& rovnobézné primky my: 3z +y—11=0, mo: 3z +y+9=0. 133 T&zisté leil (xila
polopfimce ¢ = {[%, t], t € (0;00)}. 134 Tezists le3{ na piimce 3y — 4 = 0 kromé& bodu
[AL; 4 135 Body X le#i na pfimce = — 2y — 9 = 0 krom& bodu V/[3; —3].

3°3F

Osa pasu o0: 2z —y = 0.
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136 Zvolime-li souradnicovou soustavu tak, aby soufadnicové osy byly toto#né s danymi p¥im-
kami p, g, potom lze vysledky psét: a) &tverec s vrcholy [£5;0], [0; 5);
b) 8 polopfimek y = +z+5 Az € (—00; —5) U(0;0), y = £z F 5 Az € (—00;0) U (5; 00)-
c) 4 pfimky y = :!:%z, y = +5z.
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K feSeni ulohy 137
138
b)

<)

K feSeni tilohy 138
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139

140

b)

d)

K feSeni tlohy 139

K feseni tlohy 140
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15 Analytické geometrie v prostoru

15.1 PFimka v prostoru

z $B
b) pravotodiva s.s.

a) levototiva s.s.
K feSeni tlohy 1
2pz=1+t y=—-1+4+4t2=3-3tt€ER, Pry[2;3;0], Pu[%;O; %], Py.[0; —5;6].

“A /P

1 — >
Yy
4 5
- /
? |/
6B
/k feSeni ulohy 6e

T
K feSeni ulohy 2

3.9.__3
3a)C¢p DeEp; b)E[9;—10;-3] 4a) K¢ AB, L€+ AB; b) M[35;3;,—3]
5 P..[2;0;4], Pzy[2;1;0], Py neexistuje.
6rx=1+ty=4—t z=6-3t,a)tER; b)te(0;3) c)te(—00;3); d)z=1+k,

y=4—k,z=0,k€R.
7x=k,y=4—k,z=5+5k, k€eR.
9a=1y=-2-2t2=3+3 tER

81:2,y=4,z=1+k,kER-
10 z=k, y=0,z=0k€eR.

z

* K feSeni tlohy 8
15.2 Vzéjemna poloha pFimek v prostoru

11 a) p, g riiznob&zky, P[—4;5;4]; b) p, ¢ riizné rovnobézky; c)p = g; d), e) p, g mimobé&zky;
f) p, ¢ riiznob&zky, P[2;4;3].

258

L. ATLALYLLCAG gEOTRELTIE YV PTostoTu
12 a) p, ¢ mimobé&zky; b) p, ¢ rizné rovnob&zky.

13 Pro m = -2 je prisegik P[5;—3;4].

14 Pro a = —13 je p = g, pro a # —13 jsou p, q rizné rovnobé&zky.

15 Pro m = 2 jsou p, g riznobézky, P[3;2;—1], pro m # 2 jsou p, ¢ mimobé&zky.

15.3 Rovina

Parametrické rovnice roviny

16 Napf. 2 =2—t+k,y=1—-t—-3k,2=6—6t—6k, t, k € R; a) Pz[1;0;0], Py[0;1;0],
P,[0;0; —3]; c) K lezi v roving, L nelezi v roving; d) z = —6.

17 a) Pz[2;0;0], Py[0;4;0], P:[0;0; —4];
b) poy = {[2+1%-2t;0],¢ € R}, pzz = {[2+k;0; 2k], k € R}, pyz = { [0;4+m;m], m € R}.

K feseni ulohy 16b K feseni tulohy 17a K feSeni tlohy 18

Obecné rovnice roviny
19 a)2+2y+2—-4=0; b)2z—y+32—2=0; c)Body 4, B, C lezi na pfimce, rovinu
neurcuji; d) 2z —y = 0.

a) d)

K feSeni ulohy 19
20 a) 2+5y—224+15=0; b)z—2y+6=0; c)6z+3y+2z—12=0.

21 4z —-2-10=0.

25 p: 2z —y—4=0. 26 o:x—2+2=0. 27 : 2z —y=0.

28 T:z—4=0. 29 o:z+3y+32—-11=0. 30 m:3z+y+52—-35=0.

31a)3z+2y+2—-6=0; b)2r—y+22—4=0; c)5c+10y—2z—10=0;
C!;x-f—y—(é:O; e)z+22—-2=0; f)2z2—-3y=0; gly—4=0; h)z=0;
i)z—2=0.

22 2y —2—1=0. 23 2z —y—2=0. 28 z+y+2—4=0.
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:c\: / 4°Y
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||
vl

z
K feseni ulohy 21 K feSeni tlohy 35

15.4 Vzéajemnd poloha pFimky a roviny

32 a) Primka je riiznob&na s rovinou, P[0;—1;3]; b)p |l e ApNe = 0; c) piimka lez
v roviné. 33 Piimka je riiznobé&zna s rovinou, P[4; %; %] 34 p|lloApno=0.

35 p || ozy- 36 a)pjerﬁznobééna’.sg@b;é-% Aa€R; b)pCo& b= —-% Aa = 10;
oplleApne=0&b=—-1Aa%10.

15.5 Vzdjemna poloha dvou rovin

37 a) Riznob&#né roviny, p = {[t;1 — t;4 + 2t],t € R}; b) riznobg&zné roviny, p = {[2;t;1],
t € R}; c) riiznob&zné roviny, p = {[—2 + 2t;6 — 2t;t],t € R}; d) ¢ = o; e) rizné
rovnobé&zné roviny; f) riiznob&zné roviny p = {[4;2;t],t € R}.

b)
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38
39

40

41

46

48
49

52
54

60
62
65
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f) “A

>y

K feseni alohy 37

Roviny jsou totoZné.
a)olloa=—-1Ab=-4; b)opXxoca#—-1Vb#—4; c)oloca=1-—4b.

15.6 Vzdjemna poloha t¥i rovin

a) T¥i riznobé&zné roviny, spoleény bod P[1;—1;2]; b) tfi riznob&zné roviny, Zidny spo-
le¢ny bod; c) tfi rliznobé&Zné roviny, spoleéné pfimka p = {[t; —1 — ¢; —t],t € R}; d) dv&
rovnobéZné roviny, tfeti je s nimi riznobéZna.

15.7 Odchylka dvou pfimek

a) ¢ =30% b)p=90° c)e=0° d)p=45°. 42 a) o = 135°;

b) |xAC, AB| = 45°. 43 a) a = 53°58'; b) B =78°41"; c)~y=38°20;

d) plati. 44 a) M[Z;1;-3]; b) M1[22;-3], M2[5;—1;-3]. 45 ¢ =54°44".
a=inb=-3 47 p={[3-2t1-242+1,teR}

15.8 Odchylka pFfimky od roviny

a) p=45°% b)p=90°pLleg c)p=0°plepne=0 d)e=0°pCe.
@ =19°28'. 50 o = 30°. 51a)a=1; b)a=-2; c)ai2=-8%3V6.

15.9 Odchylka dvou rovin
a) ¢ =60° b)p=090° c)p=0° d)e=45°.
a)a=25; b)a=-1.

53 o = 70°32'.

15.10 Vzddélenost dvou bodi v prostoru

0=10+4v3. 56 X[};0;0]. 57 Yi[0;6;0], Y2[0;2;0]. 58 C[0;0;2].
Ml - El Ml -4

15.11 Vzddlenost bodu od pFimky v prostoru

a) |Ap| = V3; b)|Ap|=6; c)|Ap|=0,A€p; d)|Ap|=2. 61 |va| =3V2.
X[3+V6;0;0]. 63 M[-1;2;-3], Ma[4];2; 1] 64 114.

M [6; —3;4], M2[—2;5; 4], M3[—2; —3; —4], M4[—10; 5; —4].

15.12 Vzdélenost bodu aod roviny

|[Ae| = 2. 67 Z1[0;0;-16], Z[0;0;14]. 68 2v2. 69 |[oo| = 2. 70 Mi[1;4;6],
M[25;28;102]. 71 M;[10; —1;7], M2[—18;6;—7]. 72 zp =13, zp = —17.
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73

74
78
79

81

87
88
89

926
97
28

16

15.13 Vzdélenost mimobézek
a) |pig1| = v3; b) |p2gz| = 2.

2 3 5 Y

\
| q2
Ips
x

K feSeni tlohy 73b

15.14 Soumérnosti v prostoru

A'[-17;5;6]. 75 A'[0;11;-2]. 76 C’'[0;—1;0]. 77 M'[-3;8;6].

a)p ={[-2—-2t;-1—t;-3+2t],t eR}; b)p' ={[6—2t;—-3—1¢;3+2¢t],t€R}.

a) p' = {(1-13t; -1 +11t;3 - 2t|,t €R}; b) p’' = {[4+t; -7 —2¢;t],t € R};

c) pl ={[5+¢; —9+2t;—1+t],t ER}. 80 o:z—2y+2+4=0; o01:3z—3y+2z+4=0.
Bod odrazu je [3;2;6].

15.15 Dalsi dlohy

|AB| = |BC| = |CD| = |AD| =3, AB L BC A AB 1L AD, body A, B, C, D lezi v jedné
roving. - 83 Body K, L, M, N nele#i v jedné roviné. 84 CD || AB A |AB| =2|CD|.
AKLM je pravothly, pravy thel je u vrcholu K, X[0;1; —2]. 86 m = 3.

15.16 Ulohy na télesech

X1 €~ AE, |AX1| =52, X2 € AB, |X2B|=1, X3€CG,|CX3| =22

X1 € AV, |AXy| = LV1I, X2 € »VB, |BX2|=3VII, X3€CV,|CX3|=FVIL
|P1Py| = 1v29. 90 |ST| = V6T
KLM; b)|DP|:|PF|=5:3,kde P€ FDN+ KLM.
Gsetky XSy, 93 2V145. 94 3v2. 95 V6.
a) ¢ = 78°54'; b) ¢ = 15°48'; c) ¢ =45°.

a) v=2V34; b) p=69°46'; c)p=18°04'; d)p=46°41".

a) p=90% b)p=90% c)p=70°32". 99 v=26. 100 v = $/10.

91 a) Pfimka AG je rovnobéZnéd s rovinou
92 X lezi tak, Ze S; je stfed

KuzZelosecky
16.1 Kruznice
a) S[0;0], 7 =3; b)S[1;0],r=4; c)S[-23,r=v2. 2z2+4+y%2=2
3 (x—2)2+(y—1)2=25,P;12[2:i:2\/_'0] y12[0'1:§:\/2_1]. 4 (z-1)2+(y—6)° =
125

262

a) (@ +1)2+y2=20; b)a?+(y+3) =1 o) @+’ ++)7 =1
d) (== 3)2+@+3? =% e (+7?+(y-2)? =100
f) nekone&né mnoho feSeni (x + 3b+ 1)2 4 (y — b)2 = 10b2 + 205 + 20.

"

622+ (y—1)2=10. 7a)(@+3)?+@u+1)?=2,8-§-1r=5V3
b) (z — 2)2 + (v — 4)2 = 20, S[2;4], r = 2V/5.

8 (z+5)2+(y—4)2=25. 9 (z—1)2+(y+4)2 =18,

11 (z—2)2 + (y +4)% = 25, (z — 52)% + (y + 29)% = 25.

12 (272 +4 =20, @+ 1P+ (-4 =20. 13 (2 +5) +(y—4)> = 36.

14 (z-9%+(y—102 =100, (z-1)2+(y—2% =4 15 (z—1)% + (y — 1)2
(z+2)2+(y—22=4 16 (z+3)2+(y—3)2=2.

17 (2 — 18) + (y +15)% = 225, (z = 3)? + (y +3)* = 9.
(z+2)*+@w-1)?=1

18 (-"«‘+3)2+(y—1)2
19 (z—13)2 + (y + 14)2 =225, (z — 1)2 + (y + 2)2 = 9.

20 (z+3)2+@W—-3)2=5 21 (2-32+@+1)?=8 (z+1)2+(y-3)%=8s.
22 (z-3)2+@w-922=%,(c-1)2+y2=2. 23 (z-5)%+(y-2?2=1
24 (z+3)2+(w-3)2=2, =+ 9)?+@w-3)?2=3%

b)(x+6)2+(y—3) =9; )(w+4)2+(y—5)2=%; d) (z—5)%+(y—4)? =09.

16.2 Elipsa
26 a) S[0;0],a=3,b=2,e=1/5, Fi2[+V5;0];
b) S[0;0], a = 10, b = 2, e = 4v/6, F1,2[0; £4V6);
c) S[;;-3L,a=1,b=¥2, e= Y2 F o1+ ¥2;-3].
27 24 W2 g 28 (0P L o g g9 (? (o1
+2)® | (=2 _ -6)? | (u+2)? _ @+3)? | @+1)?
30 42 4 =2 _ ;39 28 (iR o, 32 +—rLyT, sy

2 2 2 2 2
33 q) (o024 @iD? g ) (4P ) 0297 oy 34 (0P G497

2
35421 36L+L=1 31%4.?2_::1.

2 2 2 2
3s =13 !——?—1‘0}, =1. 39 ST,U)—+ W3 =y, g0 (20 4 Golr o

16.3 Hyperbola

41 a) S[0;0],a=3,b=2, e=+13, F12[+V13;0), y = :l:%a:;
b) S[0;0],a =2, b=3, e =13, F12[+V13;0], y = :I:%a:;
c) S[0;0],a=3,b=2, e=+13, F12[0;+V13], y = :I:%:r:;
d) S[0;0],a =2, b=2, e =2V2, F1[£2V2;0], y = *a;
e) S[1;—2),a=4,b=2,e=2V5, Fi[1+2V5-2], y+2=*i(c—1);
£) S[0;3, a =, b=1,e= ¥, F1[+%8;3], y - 3 =+V2z.

2 2 2
az =87yt g 43 W9 (=D g gq BT G2 o

64 36
as (z—4)% _ £!_222—1 “(:+222_£H+322_1

50 50 Y 4 5 w

2 2 2
47a.)-’2——38—=1, b) ¥ — = =1.
(==2)% +1)% _ y+1)?  (@-2)% _ 2 g2 _

a8 o) 72 i g, b)L%—L— -1 a9 L -Zi=1

2 2_ 2_32 2_ 2 _12
502 %=1 5180 =g 52 Z; s = L.

2 2

53 Dvé fefeni, & — 2 =1, &80 _ =107 g

z+2)2 y=3)2 _ ;. —4)2 z—2)% _
sa0) (220 09Ty p) 000 eoptoy
55 a)2; b)b. 56 o =b=+2, e=2, F12[£Vv2;£V2]

263

10 (z—3)2+(y—5)% = 25.

25a) (z+2)2+(y—11)2 =9,
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57

63
66

70
73

74

75

76

77

78

264

16.4 Parabola

a) V[0; 0], F[—g—;O],d: &= —-%; b) V[0;0], F[0;1),d: y = ; c) V[0;0], F[—— 0],d:z = ,
d) V[o0;0], F[O;—%], dy= %. 58 a) y2 = 8z; b) y? = —6z; c) 22 = —48y; d)
z2 =y. 59 a) y2 =4z; b)z?=-12y; c)y?=-32z; d)z? = 44y.

a) (y+5)° = -8(z —2); b) (y+5)* =20(z-2); ¢) (z=2)*=—40(y +5);

d) (z—2)2 =4(y +5). 61 a) (z—3)2=-12(y—2); b) (:c—3 2=4(y+2),
c) (y+1)?=-8(x—5); d)(y+1)2=4(z—2). 62a)z?2=2y b)a?=-2y.
a) yzz—%a:; b) y? = 4z. 64 (y +4)2 = —-16(z — 4). 65 (z—2)2=y-1.

a) (y+2)2=2(z+4); b)(z+4)2=2(y+2). 67a)(z—1)%=4(y+4);

b) (y+44)2 = —9(z —1). 68 (z—3)2 = 4(y —1). 69 (z—2)2 = ~16(y — 4).

Dvs feSeni, (y +2)% = +4(z £ 1). 71 (y—2)2 =4(x+6). 72 (z+3)2 = —2(y—5).
Dv& feSeni, (y — £)2 = 6(z + ), (z - 2)2 = y.

16.5 Obecnda rovnice kuzelosecky

Kruznice
a) KruZnice S[1; —2],7 = 3; b) bod [2;3]; c) neexistuje bod, jehoZ soufadnice by spliiovaly
danou rovnici; d) kruZnice S[—3; %], = %; e) kruZnice S[0;2], r = g;

f) kruZnice S[Jg;—%], r=13.

Elipsa
a) Elipsa S[1;2],a =3,b=2,e = /5, F12[1£/5;2]; b)bod [3;—1]; c) neexistuje bod,
jehoZ soufadnice by spliiovaly danou rovnici; d) elipsa S[2;1], a = —é—, b= %,

e=¥5 Fip2+ ¥5,1); e)elipsa S[1;0,,a=1,b=1 e=¥3 Fo[l;+33);
f) elipsa S[—V2;v2],a=2,b=1, e = /3, Fy2[— \/—,\/—j:\/—]

Hyperbola

a) Hyperbola S[0;1], a =3, b =2, e = V13, F12[+V13;1], a1,2: y — 1 = :I:%:r;

b) hyperbola S[0;1], a =3, b=2, e = /13, F12[0;1+v13],a12: y— 1= :t%z;
c) hyperbola S[0;—1],a=2,b=3, e = V13, F1 2[+V13;-1],a12: y+ 1 = :I:%.r;

d) hyperbola (rovnoosa) S[0;0], a =b =1, e = V2, F1 2[+v/2;0], a1,2: y = +x;
e) dv& pfimky p1: ¢ — 2y =0, p2: = + 2y + 4 = 0, prasedik [-2; —1];

f) hyperbola S[-2;—1],a=1,b= %,e = 3@, Fl'z[—2i—‘§;—%],al'2: y+% =+1(z+2).

2
Parabola
a) Parabola V([1;0], F[1;1], d: y = —1; b) parabola V[-2;1], F[-2; %], dy= %;
c) parabola V[2;1], F[11 1],d:z = %; d) parabola V[4; 2] F0; %] v = %;
e) parabola V[3;0], F[IG,O], d: x = $Z; f) parabola V[— =3, F31), dy=-2
Dalsi dGlohy
a) Elipsa S[—3;1],a = V6, b =2, e = V2, F1 2[-3++v/2;1]; b) parabola V[1;0], F[2;0], d:

z =0; c)bod[—-2;3]; d)hyperbola S[—2;3],a =3,b= %‘/—5, e= %, Fi2[—2+36;3],
a12:y—3= :tﬁzé(z +2); e) parabola V[1; é], F[1; ;g] d:y= -g—é;

f) kruznice S[0;1], 7 = 2; g) neexistuje bod, jehoZ soufadnice by spliiovaly danou rovnici;
h) hyperbola S[1;0], a =3, b=1, e = V10, F1,2[1 = V10;0], a1,2: y = :i:l(x— 1);

i) parabola V[3,0] F[u,O] d:iz = %; Jj) hyperbola S[— ——] a= JC b-— ,e= 34.4@,
Fia3;-3+ JC] a1 y+3= :i:lC(ac— 3); k) kruZnice S[-—-;-——], = £

1) dvé rﬁznobéine pfimky p1: € —y+ 1 =0, p2: ¢ + y = 0, prisedik [—5, 5]

(' CORAL o S R R R

Obecné rovnice kuZeloseéky s parametrem
79 a) p> —% kruZnice S[—- 0], r=+/p +0,25
p=—%|bod [-1;0]

p< —% soufadnice Zddného bodu rovnici nespliuji
Y [p<8 [elipsa S[21), a=+vB—7 b= Y2
p=28 |bod [2;1]

p>8 soufadnice Zadného bodu rovnici nespliuji

<) p>3 |hyperbola S[1;—1],a=+1p =3, b= @, Fl,z[ld:ﬁéLls;—l]
p=3 |dvépiimky y+1==xi(z—1)

p<3 hyperbola S[1;—1], a = —‘/E,bzm F1,2[1;'—1:l:ﬁ;L15]
d) Vp € R parabola, V[z,lf] F[Z - ,16] dy=%+1

& P € (—00; —2) U (2;00) |kruZnice S[—p; —2], r = /p2 — 4

p=+2 bod [—p; —2]

p € (-2;2) soufadnice Z4dného bodu rovnici nespliiuji

D p#0 Jelipsa s[o;—2],a = Igl, b= BLZZ py [0, + L2

p=0 |bod [0;-Z]

g) p=0 dvé pfimky = = +2v/5

p=1 |kruZnice S[0;0], r = 2V/5

p = —1 |rovnoosé hyperbola S[0;0], a = b = 2/5
p=>5 elipsa S[0;0], a = 2v/5, b =2

p = —5 | hyperbola S[0;0], a = 2v/5, b = 2

16.6 VnitFni (vnéjsi) oblast kuzelosecky

80 a) D vnitini, A, B, C vné&jsi; b) A, C vnittni, B vn&jsi, D le#i na elipse;
¢) C, D vnitini, A, B vn&jsi; d) B vnittni, C, D vn&jsi, A le#i na hyperbole;
e) A, C, D vnitini, B vn&jsi; f) B vnitini, A, D vn&jsi, C leZi na parabole.

16.7 Kuzelosecka a pFimka
81 a) p je selna elipsy, Pi(2;2], P2[1;4]; b) p je vn&jsi pfimkou hyperboly; c) p je tecna

paraboly T'[2;1]; d) p je asymptotickd pfimka hyperboly P[_Z’ 2]
82 a) setna P;[4;6], P2[1;—3]; b) spole&ny jeden bod P;[4;6]; c) spoleény jeden bod P1[1+
+v/5;2 — 2V/5).

83 a) |k| < V2 setna, |k| = v/2 tetna, |k| > v/2 vn&jsi piimka;

b) |k| < VB A |k| # %1 sena, |k| = v/5 tetna, |k| > /5 vn&jsi pfimka, |k| = £
asymptotickd pfimka; c) |k| < 33§ selna, |k| = 335 tena, |k| > 3{3—5 vn&jsi prlmka; %

d) k = 0 teéna, k # 0 se¢na. M

84 a) |c| < 2 sefna, |c| = 2 te¢na, |c| > 2 vné&jsi piimka; B

b) ¢ < 16 se¢na, ¢ = 16 tena, ¢ > 16 vn&jsi pfimka;

c) |c| < 3 se€na, |c| = 3 te¢na, |c| > 3 vn&jsi pfimka,; R

d) ¢ =0 asymptota, c #0 asymptoticka pfimka. L~

85 |a| < 2 seCna, |a| = 2 te¢na, |a| > 2 vn&j§i pfimka. 86 r = l/s—g 87 p=—3. o
8m=1  89n=-1 o
2 >
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16.8 Teéna v bodé kuzelosecky

a)5z+y—10=0; b)z—2y—10=0; c)4z+y+6=0; d)z—1=0.

16.9 Teéna z bodu ke kuzZeloseéce

a) Nelze; b) lze; c), d) lze. 92 a)y=—z,T[2;-2],y = %z, T[lag; %], b) y = -1,
T[2-1), y= 42— 1, T[&; 2]} ©) y=0,T[0;0], y = (= +3), T[-3; 8}y dy=2-2
T[3;1], y = —=, T[3; —-3]. 93 a) 90°; b) 60°; c) 90°; d) 120°.

16.10 Teéna rovnobéind s danou pFfimkou
a)y=—c—2 bly=2zx3}; c)y=2z,y=22-15 d)y=4-lLy=4-7
e) neexistuje; f) neexistuje.

16.11 Teéna kolmé k dané pFimce
a)y=-%,y=-2+3% by=2%z%3 Jy=-zx3 dy=4

16.12 Teéna danym smérem
a)y=z=%x3; b)y=-x+3; c)yzﬁmi%; d)y:—@xi?\/l—d.
a)y=2x—5 y=2z—10; b)y=—3z—%.

16.13 Dalsi dlohy

a) 16; b)4v2; ¢) §v2; d)4av2. 99 A[0;0], B[4;—4], C[8;0], D[4;4], a = 4V2.
22 = +v2y. 101 A[0;0], B[12; -4V3], C[12;4V3], a« = 8V3. 102 K[-3;-3],
L[3;—3], M[3;3], N[-3;3],a=6. 103 Kj[+6;0], L[0; —2v/3], M[0;2V/3], a = 4v/3.
K1[0;2v3], L1[-18; - 8v/3), M1[28;-8V3], a = 38; K2[0;-2V3], L2[-32; § V3],
M2[15_8; %\/5], a= 3?6 105 t;2: y = :I:%a: F1l. 106 t12:y=x+3,t34:y=—-xx3.
t12:y=F2cF5,t34:y = ﬂ:%x + % 108 Pi[2; —4], P2[-1;-1],z+y+2=0.

16.14 Vy3etFovani mnozin bodi dané viastnosti

KruZnice, S[1; —2], 7 = 2v/5. 110 Parabola, y = z2. 111 a) Elipsa, 8224+9y? = 72.
b) Neexistuje bod, jeho# soufadnice by spliiovaly danou rovnici. c¢) Jedna vétev hyperboly
1222 —4y2 =3 Az 2 % d) Jedna vétev hyperboly 1222 —4y? =3 Az < —3.

a) Kru¥nice, S € + AB, |AS| = 8cm, r = 4cm. b) Kruh, S € — AB, |AS| = 8cm,
r=4cm. c) Rovina bez vnitfku kruhu z tlohy b).

a) Parabola, ohnisko v bodé M, Fidici pfimka — danéa pfimka p. b) Elipsa, stied S leZi
na kolmici k p bodem M, S € —»pM, |Sp| =8cm, a =4cm, b= 2v3cm, F1 = M.

c) Hyperbola, stted S le#i na kolmici k p bodem M, |Sp| = 2cm, body S, M leZi v opacnych
polorovinach s hrani¢ni pfimkou p, a = 4cm, b = 4v/3cm, Fi = M.

a) KruZnice, stfed kruZnice je priiseik danych pfimek, r = %cm. b) Elipsa, stfed elipsy
je prisedik danych pfimek, a = 2cm, b = lcm. 115 Hyperbola, y = %

Elipsa, Selipsa = Skruznice, @ = 8cm, b = 2 cm, vedlejsi poloosa leZi na pfimce p.
Parabola, ohnisko v bod& M, fidici pfimka — dana pfimka p. 118 St¥edy leZi na elipse:
st¥ed elipsy leZi ve stfedu tsetky SM, a =2,5cm, b=2cm, F1 =S, Fo = M.

Stredy leZi na hyperbole: stfed hyperboly leZi ve stfedu use¢ky SM,a = lcm, b = 2v2cm,
Fi =85 F,=M. 120 a) Parabola, vrchol v bodé dotyku te¢ny, F = S. b) Vnitiek
polopfimky opaéné k poloptimce T'S, kde T je bod dotyku te¢ny ¢.

» wr

17 Komplexni cisla

17.1 Algebraicky tvar komplexniho éisla
1a)23-2i; b)1-6i; c) (V6—4)i; d) -5+ 15j;

12-16i; ) —i; d)4—i; e) 1+¥3i; ) 1+4V3i

1+48i; e) —1i.

4 L=P. 5 a) Rez;1 =Rezp Almz; =Imz3. b) 21

e) =5+ 4i. 2a)l+1i; b)
3a)3i; b)l; c)1—1i; d)

=22:3§+0i.

6 —i. 7z=i-;§§—9,p=3. 8a)be{0;Z} b)beR—{0;2Z}; c)be {24}

9 k=+V3. 10 z € {-7;1}.

17.2 Mocniny imaginérni jednotky i

11 a) -1 —i; 1; =1; i §; b) 8—12i; ¢)4+5i; d) —i;—1; §;1; —i; —1; €)0; f) —=5—15i.
12a)1; b)0; c¢)1—1i; d)1; e) —i; f)—1. 13 a) 2i; —2i§; —14; 1i; b) —2+42i;

A, 1. _1 ) G 5 PR TR
_2_21Y_Z_Zl‘_z+—4-lr C) —4; _41_21_2'

2b 2h

17.3 Znazornéni komplexnich é&isel v Gaussové roviné

14 15
Yy
2 Ay, ‘A
-2 -1 2 3 4 _
t t o
| | *
—z3 : —1 21 '
| A |
5 Wi Ve
—1i | |
29
—_———t———— z
22 —4i
K feSeni dlohy 14 K feSeni ulohy 15
16
Yy Yy
a) A b) A
23
K
1\2 -
“x
—i -8
K feSeni tlohy 16
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17
Yy
A
3ir———g %
iz |
o ————" 2i |
I |
| |
J |
! . | 3;
-3 2 ;'a:
|
[
R
—1125 = —
i

K fedeni tlohy 17

17.4 Cisla komplexné sdruzend
187, =2—i,52=T+3i,Z3=—4i,Za =3 - 3i, 25 = V3+1+7i, % = VIO — i — V2i.
19 W =7— i, Wa = —1—2i, Wg=—2+4i. 20 a) 3+0i; b)6+11i; ¢) 1-5i;

d)1—5i; e)16—30i; f)16—30i. 21a)i-32i b)i-2%i o F-3i

17.5 Absolutni hodnota komplexniho ¢isla

22 a) 2V10; b) 2v2; ¢)3v2; d) 3v6. 23 a) 25v2; b) V2 ¢) 35 d) V2
o) 55¥5; 1) 2v3. 24a)-3; b)-2v2-%i o -§-3i

25 y
2) * J

Y

\ b) \ c)

3i

268

26
28

30

31

32
33
34

37

38

40
41

g)

K feseni tlohy 25

Komplexni jednotka
a) az f) plati, protoZe |2| = 1. 27 Jednotkova kruznice se stfedem v pocatku.

Vk € R je abs. hodnota 1. 29 a)z e {+2}; b)z€l; c)ze€ {-3;-3%
d)ze{-10} eze U {%n+2kn; §n+ 2kr}; f) z € {3}.
keZ

17.6 Goniometricky tvar komplexniho éisla

21 = v/2(cos in+ isin '<li")' 22 = 3(cos 0 + isin0), 23 = 5(cos § + isin §), z4 = 4(cos §n+
+ isin —§-1t), z5 = 2(cos %n + isin %n), 26 = 10v/2(cos %7: + isin %7:), 27 = T/2(cos %n +
+ isin 3x), 28 = 1(cos 1x + isin x), z9 = /2 — v2(cos §n + isin 3r).

21 = 6,71(cos 26°34’ + isin26°34’), z2 = 5,77(cos 104°02 + isin 104°02’),

23 = 9,85(cos 336°02’ + isin336°02).

21 =—2\/§—2i, zo=1i,23=-5,24=1+1.

z1 = —1,67 42,491, 2o = —4,58 — 5,291.

a) ‘/Ta(cos45° + isin45°); b) 1(cos § + isin3); c) v/2(cos 135° + isin 135°);

d) 0,25(cos0 + isin0). 35 |21] =5A@=120° |23| =2Ap=3r. 36 k=8

a), b) cos —z + isin—z; c) cosz + isinz; d) cos —2z + isin —2z.

Pocitani s komplexnimi éisly v goniometrickém tvaru

a) 71 - 72 = 8(cos 330° + isin 330°) = 4v/3 — 41, 21 : z2 = 0,5[cos(—120°) + isin(—120°)] =
= —41 - ﬁi; b) z1 - 22 = 8(cos %n + isin 1?11%) = 43 — 4i, z1 : z2 = 0,5(cos %1:+
+isindx)=—05i. 39a)z=3vVI0-8VI0-§i; b)z2=-2v2-V2'§

¢) 23 =—\/3+ ZVI0+ i/} - ZVT0.

a) z1 - 22 = TV/3 4 7i = 14(cos 30° + isin30°); b) stejné, jen postup jiny.

Névod: 21 = cosz + isinz, zz = cosy + isiny. Poditejte z1 - z2 dvéma zpisoby; a) jednak
roznasobte zavorky, jednak uZijte, Ze z1-22 = cos(z+y)+ isin(z+y); b) jednak roznésobte
zévorky, jednak uzijte, Ze z1 : z2 = cos(z — y) + isin(z — y).
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47

51

53
54

57

61
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17.7 Umociiovéni komplexnich &isel
a) 1+ i b) -2 4 fZ§ o) -8i; d) 16+16V3i; e) 22 +0i;
f) —5-10%-v/3+5-10%. 43 n=12k+1Ak€ENnebok=0. 44 Plati.

cos3z = cosdz — 3coswsin?z = 4cosdx — 3cosz, sindz = 3cos2 zsinz — sin
= 3sinz — 4sin®z.

34 =

17.8 Odmociiovédni komplexnich &isel

a) 21,2 = 2(coskn+ isinkn), k € {0;1}; b) 21,2 = 2[cos(% +kr)+ isin(§ +kn)], k € {0;1}.
a) 21,2,3,4 = cos(§ + %") + isin(§ + -"2—"), k € {0;1;2;3};

b) 21,2,3,4 = i'/i[cos(f%n+ 521) + isin({—%n+ 525)], k € {0;1;2;3}.

21,2,3,4,5 = 2(cos 2kn + +isin 2kn), k € {0;1;2;3;4}. 49 0.  500.

17.9 Rovnice v mnoziné komplexnich ¢isel

a) x=2Ay=-3; bjz=3Ay=1 ) (z=0Ay=0)V(z=3Ay=1)
d)z=0Ay=-3. 52a)z=—25—+%i; b)z=-1—1i; c¢)z=-3i d)z=1i
a)z=1-1i; .b) z=13-39j c)z1 = —1-2i,20=2-2i; d)z1 =1-2i,20=3-2i
55 a) z = S —2i; b)z:ﬁ—li;

2 6 2
56 a) z = 2+3i Aw = —4+2i; b)z=1-iAw=3+2i

a) m=0/\y=——;-; b) x =3—2i,y =3+ 2i.
c) z=2—4i; d)z=1-3i
Rovnice v mnoziné komplexnich ¢isel s parametrem

a=—Ii. 5aa)a=%+i; b)a:l-{-%i; c)a:—%i.

17.10 Kvadratické rovnice v mnoziné komplexnich éisel

a) t€(=2;1); b)te (0;00); c)tel; d)te(—o0;—3)U(3;00)

a) z1,2 = %é; b) zl,zzéigi; c) %i@i; d) z1,2 = £2 4+ 2i;

e) z1,2 = £V3+3i; f)z12=31 g)z2€{-1+2i-1- i}; h) z12 € {—4i; i}

i) 1,2 € {%:i:%-i--k i'(—lﬂ:%z}; Doz € {i+2i—F+5ik ko2 € {2+51-1)
1) z1,2 € {3— i;—4+2i}.

Vztahy mezi koFeny a koeficienty kvadratické rovnice

a) k(22 —6x+10) =0, k € C—{0}; b) k[z? — (5+2iV3)z+3+5iv3] =0, k € C—{0};
¢) k[z? — (2 +2i)z +2i] =0, k € C—{0}; d) k(z® —zi) =0, k€ C—{0}.

a) k(z2 —6x+10) = 0, k € R—{0}; b) k(z2+25) =0,k € R—{0}; <) k(z?2—2z+1) =0,
keR—{0}; d)k(z2-2v3z+4)=0,keR~-{0}.

zo = —2Aqg=—4+2i 64 2o = -3—2iV3Ap=6. 65z =x2=-3+2iA
Ak=5-12i. 66a)i b1 )t -1li 67a)(z+1+i)z+1-i)

b) (z—2+ i)z —2— i) ¢ 2(z—1+2i)(z—1-2i) d) @+1+LBi)a+i- LRy
e) 2z + i)(2z — i); f) (z+2)(z —2)(z +2i)(z — 2i).

17.11 Binomické rovnice

a) x1,2,3 = 3(cos -§-k1t+ isin %kn), k€ {0;1;2}, z1 =3, z2,3 = —% + 3—‘2/—5 i;

b) ©1,2,3,4 = 2[cos(%n+ —;—kn) + isin(%n+ %kn)], ke {0;1;2;3},z1,2 = +V2+V2i, 234 =
= +v2 - V/2i; c) £1,2,3,4,5,6 = 1(cos %kn-}— isin %kn), k € {0;1;2;3;4;5}, x1,2 = 1,
T3 4 =:E-;—+ @i, 5.6 =:i:% - @i;

d) z1,2,3 = 4[cos(é1t+ %kn) + isin(%n+ %kn)], k € {0;1;2}, z1,2 = £2V/3+2i, z3 = —4i.
a) z1,2,3 = {;/f[cos(i%n-k %kn) + isin(%ﬁn + %kn)], k € {0;1;2};

b) z1,2,3,4,5,6 = %[cos(%n + %kn) + isin(l—ss-n + %kn)], k € {0;1;2;3;4;5};

c) x1,2,34 = V2[cos(Fm + Lkn) + isin(Fr+ 1kn)), k € {0;1;2;3};

d) z1,2,3,4,5 = 1-[cos(xn + 2kn) + isin(Fn+ Zkn)], k € {0;1;2;3;4}.

70

a) s =8+ ¥2i; b)mp=-1%2i

18 Kombinatorika a binomickéa véta
18.1 Faktoridl éisla — n!
1a)3; b)32; c)726. 2 a) 1680; b) 840; c) 70; d) 420. 3 a) %; b) 513;
QL 422 by o SantlLneZnz0 bn’-nmneN,
n22 c)n?+n,neN; d) ;—j—%)—,nEN,nEIOO; e)n?+Tn+12,n€Z,n= -2
f) = _;n+6,nEN,n§4; g)2n,n €N; h)3n—-2,n€N 6 a) (—11_-{1-73-!-’"'62’
n 2 0; b) ——(nfa)!’ n€N,n24 c) ——H}H 7, n € Z,n 2 —1, pron = —2 je vysledek 0;
d)0,n€Z,n20.
7 a) _,_‘i'_._1277L"+’142nY n€N; b) 32 1+12n, n€N; ¢)2,n€eZ,n>~-1; d)(2rn-1)%,neN.
8 a) A>B; b)A>B. 9 a) Plati; b) plati.
10 a) 12 nul; b) 24 nul; c) 124 nul. 11 a), b), ¢), d), e) plati.
12 a) {3}; b) {4}; o {4} d){92}. 132) {5} b) {2} ¢ {5} d) {11}.
14 2) {8,9,10,11,...}; b) {3,4,5,...}; <) {-1,0,1,2,..}; d) {4,56,...}
15 a) z € {2,3,8,9,10,...}; b) z € {4,5} c)z€{-1,0,1,2}; d)ze€{23,4,56}
18.2 Kombinaéni &islo, viastnosti kombinaénich éisel
16 a), b),c) 10,1,21,21. 17 a) L=P =792 b) L =P =94500; c) L =P =325.
18 M=10N. 19a)K<L; b)K>L 20 Nejvétsije (5p)-
21 a) PlatiVvn € NAn 2 2; b)platiVn € NAn >3; c),d) plati Vn € N.
222) (%) b) (D) 9D 9@ oG 06
23 a) 2002; b) 3003; c)1001; d)3003.
24 a) (":1),n,k€N,n;k; b) ("fz),n,reN,nzr_Z_l
18.3 Rownice a nerovnice s kombinaénimi é&isly
25 o) (42); b) {4} o {23} d) {-1;2}; e {6} 26a) {355 b){%3);
O {2:8). 27 2) (5 b){4,56,...5 © {5} ) {05} e {5} ) {5};
g) {5}; h){5}. 28a){12,13,...}; b){0,1,2,3,...,16}; <) {6,7.8,...};
d) {1,2,3,...,13); ) {2,3,4,5,6); ) {0,1,2,...}. 29 2a) {2}
byz=5kAkeNAk25  30a){456,78}; b) {2,3,4,5,6}; ) {4} d) {6}
31 2) [2,4] = 6,3 b) [e,9]=[8,6} © [x,y]=085) d)[zy]=[64]
18.4 Pravidlo kombinatorického soucinu
32 15. 33 1088 pard, 19h 38 min 35s. 34 a) 21; b) 63; c) 252.
35 182 dvojic; 5,5 roku. 36 Kdy# si Martin vezme rohlik (72 > 70).
18.5 Variace
37 120, 24, 72. 38 2160, 840, 360, 1560. 39 216. 40 120. 41 332640.
42 3 =1326-10%2. 43 33. 44 32. 45115 46 40.
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47
49
51

70

7

76

77

79
83

922
93
98

100

272

18.6 Permutace 19 Diferencidlni a integrélni pocet

20! = 2432902008 176 640 000. 48 15! = 1307674 368 000.
10! - 5! = 435456 000. 50 32! =263 130836933693 530167218012 160 000 000.
362 880.

Limita funkce
19.1 Limita funkce ve viastnim bodé

18.7 Kombinace 1a) %; b)0; ¢) —1; d)-1; e)1; f) 1 2 a)4; b) %; c) —24; d)0; e) —%;
PR L LT LTS 2 LTS B s e BT Y
) ) 5 ¥ B ) 2 ' ' 4 a) ~1; b) %; c) %; d) -3. 5 a)49; b)1l; ¢) % d) —%. 6 a)4; b)6; c)—8;

1.(2) =462. 61420 62 (%) =1,13.10% 63225 64 a) 50388;
b) 75582; c) 18564; d) 82212; e) 107406; f) 43758. 65 a) 21; b) 105; c) 126;
d) 105; e)231; f)126. 66 38798760. 67 45. 68 6. 69 21.,

-5 ok D-% 9% Nk )E )-1 72 - 9y
d)3 e)1; )2 g2 h)0; i)—vZ j)-1. 8a)l; b)4v3; ¢)-1; d)-2V2;
e)—75; )4 9a)2 b)8 )3 d) i €4 )6 g3 h)-L i)2

18.8 Variace, kombinace — rovnice 10 a) 2; b) —-1; ¢) %; d) 8; e) 31%; £)1; g)1; h)v2; i)2

a)z=8; b)z=5 c)z=9; d)ze {67} ez=11; f)z=8.

19.2 Limita funkce v neviastnim bodé
18.9 Variace, permutace, kombinace s opakovéanim 1Ma)l b)3 o -4 d) % 16 i 12a) o0 b)0; c)0; d)oo; e) oo
30. 72 7776. 73 12600. 74 21. 75 495. £)0. 13 a) V2; b) 243@; <) ;2@; d) V2 e)1; £)1; g) %; h)1; i _%; i) %
18.10 Binomické véta 19.3 Jednostranné limity
a) 41 +29v/2; b) 97 — 708 ¥/3 — 516 ¥/9; c) z* + 423 /7 + 62° + 422 \/x + z; 14 a) 00; b) —oo; c) neex.; d) oo; e) —oo; f) —oo; g) oo; h) —oo; i) —oco.
d)y5—%y3+%y——4§;+—l—§5;3-—ﬁg; e) a* — 9a2 Va? + 27a ¥a — 27; 48

m2 _5m , 10 _ 10 4 5n _ n? y“
DvmalZs—3+5 —m T wr —nd): a)
a) 13, b) —160a® — 8 — 3;. 78 a) 8- 8i; b)64i; c) =512 —512iV3.
z dosadit. 80 21 &lent. 81 As = 210y%. 82 Ao = 320320a%b°.
z=+V2. 84z=xl 855 ¢en 866 &len. 87 10. Elen. 1
a) 3. ¢len; Az = 295245; b) Clen bez a neexistuje. 89 a) 5. &len; As = 1025024y~ 3; —
b) 8. &len; Ag = 439296z=21. 90 a) 4 &leny, A; = 125, Az = 375, As = 75, A7 = 1; —N
b) racionalni &leny neex.; c) 3. &len, Az = 9123, z € Q. 91 a) 9 racionélnich &lent: »
1., 7,13, 19, 25, 31., 37., 43., 49.; b) 3 racionélni ¢leny: 1., 25., 49. . -3 \
a)n=9; b)n=6; c)n=10; d)n=10; e)n=14; f)n=18; g)n="7.
n=38. 94 n = 12. 95 n =6. 96 n = 18. 97 n="1.
a) sin3z = 3sinz — 4sind z, cos3z = 4cos®x — 3cosz; b) sin5z = 5sinz — 20sin3 z + ) yA
+ 16sin’z, cos5z = 5cosx — 20cos3 z + 16cos® x. 99 Navody: a) 2™ = (1 + 1)%;
B)O=(1-1% o (-)"=(1-2)% d)s"=@+1)" 5" =(1+4)" /
Névody: a) 42® = 16™ = (15 + 1)"; b) 4™ = (3 +1)". >

b)

i
|
y
|
]
st E
\
8

d)

)

\_f'i

Y

18.11 Diikaz matematickou indukeci

Ulohy 101-110 fe$ime takto:

1. DokéZeme platnost véty (vzorce) pro n = 1;

2. za pfedpokladu, Ze véta (vzorec) plati pro n = k, dokaZeme, Ze plati také pron =k +1;
z4vér: véta (vzorec) plati pro n = 1 podle prvniho kroku, tedy podle druhého kroku plati
i pro n = 2. Plati-li pro n = 2, musi podle druhého kroku platit i pro n = 3. Plati-li pro
n = 3, musi podle druhého kroku platit i pro n = 4, atd., tedy plati Vn € N.
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Derivace funkce
19.4 Definice derivace funkce

17 £{(3) = 6, f5(1) = =2, f4(1) = §, fi(2) = 12, f(4) = —15, fo(-1) = 0, f7(0) = 1,
153 =, #83) = -1, flo(-2) = -

18 g/ (z0) = 2x0, gh(x0) = 3:1:3, g4(zo0) = coszo, gj(xo) = 2\/1:_0..

19.5 Pravidla pro vypocéet derivace

19 fi(z) =2z +3z%, D(fi)=D(f})=R; fi(x) =8z —1,
fi(@) = 5= — 2%, D(fs) =R*, D(f}) =R*;
fi@)=2- 55, D(fa) =R, D(f;) =R~ {0};
fy(z) = 2273 — 12274, D(fs) = D(f5) =R—{0};

D(f2) =D(f3) =R;

274

21

22

24

25

28
32

37

38

fi(z) = —22-2 — 22~%, D(fs) =D(f}) =R— {0}
f4(xz) =2cosz —3sinz, D(fr) =D(f})=R;

fi(z) = 72® + Tsinz, D(fs) =D(f) =R;

fo(=) = & — 255, D(fo) =R*, D(f5) =R—{0};

fio(z) =3%In3+2¢%, D(f10) =D(f}o) =R;

f11(z) =2+cosz, D(fu1)= D(fil) =R;

fla(@) = =k~ — 4z, D(f1z) =D(f];) =R~ kLGJZ{kg}-

1 = -
gi(z) = 2% + 2z, gh(z) = w7 3 gs(z) =2z — 1, gj(z) =2z +3 - %5, gi(z) = 2z — 5,

gs(z) = 2z — 2, g4(x) = —sinz + cosz, gg(x) = —sinz + cos z.

R} (z) = sinz + z cos z, hly(z) = 2zsinz + z? cosz — cos x, hj(x) =sinz + ci‘js‘,“’—z,
7 22242 42 _ =2

hy(@) = oy hs(@) = SaoaE he(®) = T=omzs-

— 2 5 _ 12221 _ 2422(\/223-142)7
Fi(e) = 120(a? + 1%, fy(a) = 3L, fi(e) = ME LT,

_ —10(12z%422 - 2v/5z+5 - ; o
fi(z) = W}nr?zjrrl, f5(z) = m’ fo(z) = —2sin(2z + 4), f7(x) = sin2z,

’ — 2 1 _ —3cosz 7] —_ 1 —_ 2—2sin 2z
fa(e) = 2zcosa?, fo(z) = 025 flo(@) = — 755 fu() = st

3 3 cos 3z 3cosz

= Cos?(3s—%)’ fla(@) = 2Ysin 3243’ fla(=) = ﬁ» fis(®) = s5na=s"
flg(z) = e*in® . cosa.

¢'(0)=2,¢'(1) =5, ¢'(-2) = 14.

a)ze{+3); b)ze{xl}; c)zed d) aec{-3}

sin 2z

19.6 Teéna ke grafu funkce

fla =

k =6. 26 a)6c—y—16=0; b)y+6=0; c)16z4+y—12=0; d)3z—y+11=0;
e)2z—y=0;, f)y=0; g)3r—y+3=0; h)2x+2y—x—-2=0. 27 a) T[1;2];
b)T[—"\/i—l;—%k C)T[—%;—g]; d) nema fefeni; e) T[0;—1]; f)T—%;—%,

2z —y+17=0.

3,
29 T[-¥2; 2. 30 T1[1;-1], Ta[-% 5] 31 V[§: -3l

y+9=0. 33 a)63°2, 116°33'; b) 0% c) 14°02'; d) 45°, 135°%; e) 135°, 45°%;
f) 45°; g) 45°; h) 45°; i) 23°29'. 34 a) T[3; ], b) T[1+ :@; 18], o V[1;2);
d) T[%; 1-85- ; e) teCna neexistuje. 35 80°32'. 36 28°04'.

ti:x—9y—-3=0,t2:z—y—3=0.

19.7 Funkce rostouci, klesajici

f1 roste v (—oo; —1), f1 klesd v (—1;% , f1 roste v (-;—;oo).

f2 klesd v (—o0; —-%), f2 roste v (—-g—; 1), f2 klesa v (1;00).

fa klesa v (—oo; —1), f3 roste v (—1;0), f3 klesa v (0;2), f3 roste v (2; 00).

fa roste v (—oo; —1), fa klesd v (—1;3), fa roste v (3;00).

f5 roste v (—oo; —/2), fs klesa v (—V/2;0), fs roste v (0; V2), f5 klesa v (\/i, 00).
fo kleséd v (—o0;2), fe roste v (2;00).

g1 roste v (—oo; —1), g1 klesd v (—1;0), g1 klesé v (0; 1), g1 roste v (1;00).

g2 roste v (—o0; 0), g2 roste v (0; 00).

g3 klesa v (—oo; —1), g3 roste v (—1;0), g3 roste v (0;1), g3 klesd v (1;00).

g4 roste v (0; 00).

gs roste v (—o00; —V/2), g5 klesa v (=/2;0), g5 klesa v (0; V/2), gs roste v (V2; 00).
g6 roste v (—oo; —4), ge klesd v (—4; —1), g klesd v (—1;2), go roste v (2; 00).

g7 klesd v (—o0; —3), g7 klesd v (—3; 00).

gg roste v (—o0;0), gg klesa v (0; c0).

go klesa v (—oo; —1), g roste v (—1;0), go klesé v (0;1), gg roste v (1; 00).

g10 roste v (1;00).

g11 klesd v (4;6).

g12: D(g12) = 0, tedy nemé smysl zkoumat, zda funkce roste nebo klesa.
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19.8 Druha derivace funkce

40 1{(0) =6, ff(e0) =2+ YF + &,
f4 (zo) = —4sinzo — 2cos zo, fe(=o) = ;83-
0

41 g(-1) =7, ¢'(-1) = -17, g"(-1) = 20.

19.9 Maximum, minimum funkce

44 fi: M.[—4;32], M;[0;0]; fa: Ma[—1;5], M;[3; —27]; fa: M;[0;3], Ma1[1;4], Ma2[~1;4];
fa: M;[2; =7), Ma[—2;25); fs: M;[—3;-2T7); fe: M;[0;0], M, [-8;8192].
45 g1: Mo[—6; —12], M;[0;0); ga2: M;[0;—1]; g3: M:[4;3]; ga: Ma[2;2];
gs: Mi[2;2v2]; ge: Mi[0;—1), 46 hi: Ma[%; V2], Mi[$x; —V/2];
ha: M;: h2(0) = ha(r) = ha(2r) = =2, Ma: ha(§) = ha(3x) = 1;
ha: M;[5;—1], Ma: ha(§n) = ha(lgm) = §;
hg: M.‘[n, 2] Mg h4( )= h4(31t) Z

hs: M;: h5(87t) = h5(131!)
he: M;[3m; —¥3), Ma[%; 3]
47 Vz € D: y' # 0 = neexistuje extrém.

49 p =8 A g=—43 = m(z) = 2% + 8z — 43.
M,[0;9].

19.10 Priibéh funkce

48 a=1Ab=-1=h(z)=

= ; 16::0

24

=3 fo §(o0) = e
42 L =P. 43 L =P.

- ¥Z, Ma: hs(3) = ha(§m) = 5 + %

—:x: —x+5.

50 b=-3Ad=9= g(z) =23

51 a) g roste v (—00;0), g klesa v (0;3), g roste (3;00); b) M, |[0;0], M;(3; —-2?7];

c) Pz,[0;0], Py[0; 0], P22[4%§0];

d), f) yﬂ\ g
ol\

Nl
w

L
?
T

=t

(=

27
7 t2

t3
K feSeni tlohy 51

e)t1:y=0, tg:y——— t3: 54z + 8y — 27 =0.
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— 32249,

Yy Yy
A A
o f2
27
f Lz
1-v5[-2\0 2 [1+V5
O -
—2] =1 1 it
-8
Yy Yy
J A
fs
fa i
9
O -
= 2 a
[0} T
_32
9
Yy Yy
J A
8
fr
6
f8
2 3 l -
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o -1,6
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ho

N

K feSeni ulohy 55

y v
A 1&
5 o R
.—4 ——————— ———
K== = = 93 1+—
\0,67 2,48 : I o 1,14
AT e
=1 =
—2 94

56 b) Ty:y+5=236(z+5), To: y=27, T3: y— 11 = —12(z + 1), Ty: y = —9z, T: y = -5,

Te: y— 2= 15(z — 2).

a)

<)

A
27
fi(z)
11
V5[ _3 -1 01 oz
/ —51- / -3+3Vv5
y#
fi(z) = fa(z)
O  —
£
A%
A
/ fi' () = fa(z)
o)/
1 -
o) “x
K feSeni tlohy 56
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61
62

63

69
71
74

81

82

83
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19.11 Derivace implicitni funkce g

a) y—V6=-L(c—-2), p = 140°46'; k) y—5=3(z+5), p =36°52; i

b) y—1=—L(z—2), p = 144°44'; ) y+1=0,p=0°%

c) y—2=—2v3(z — v3), p = 106°06'; m) y+1-2v3="L(z-9), p=230%

d)y—-1= J@(z— V5), p = 48°11; n) y—5= (= —8), p =14°02'; f
e) y—4=0,9p=0% o) y+4=—-2(z—1), p =116°34;

f) y+2=—-3(z—2), p = 123°41/; p) y—6=—32(z-2), p=143°08;

g) y—1=3(z-3), p =56°19; q) z—4=0, =90

h) y+ 3@ = 3?(3: —1), ¢ =16°06'; r) y+1= —%(z+4), p = 153°26';

) y—1=0,9=0°% 5) y—3=2f8(x - 2V5), p = 56°09'; ‘
j):c—2=0,go=90°; t) y—4=3(z—9), p=14°02',

Ti[l+ ¥3;-2VE], o1 — ¥3;2vE]. 59 T[3;-2]. 60 p=12°32".

19.12 Derivace funkce a vypocet limity

12 b)Y o9& -4 90 H-L gL WL )L

a)3; b)4 )1 d) 3 2 ) g0 h)§ )0 )L kI 1)1

19.13 Slovni tlohy Fesené pomoci derivaci

m=6§cm. 64 z =1lcm. 65 r = %/gdmiﬁ,SchJ: "{/gdmil&'?cm.
== ngmiS,Gcm. 67 r =+v6cm, v =2v3cm. 68 r = 2v/2cm, v = 4cm.

70 ry = lcm, vy = 4cm. v
72 a =3v2cm, b=2v2cm. 73 a=b=4cm.
76 a=3\/7cm,b=%cm.

ry =4cm, vy = lcm.
r=3v2cm, v=12cm.
a=b=>5cm. 75 a=4cm, b=2cm.

Integralni pocet )
19.14 Primitivni funkce

F'(z) = f(=). 78 a) F|(z) = Fj(z) = sin2z, Fa(x)—Fi(z) = 3; b) Fi(z) = F’(z) =
= —2sin2z, F(z) — Fl(z) = 5; c) Fi{(z) = Fj(z) = 2cos2z, Fa(z) — Fi(z) = 1;
d) F{(z) = Fj(z) = 3225, F2(z) — Fi(z) =Inv/2—-3. 79 Plati. 80 Plati.

a) 3at+ 128 —a? +¢ h) jz? —%:c +¢ o) $m2~\/5—%a:~v6x5+c;
b) %m2+5m+c; i) 125 4 204 +16 z3+¢ p) % 5248 _3z+4¢;

c) —m_2+-:13-:1:‘3+c; j) :z:—+-3x2—+—4m +2z% +¢; q) % 2—z+c

d) 2:1:%+9:1:22§+c k) %st-\/:?+c; r) —li —2z+c;

e) ~—-a:4+—-2'+c, 1) %xz-ﬁ+c; s) 1a? +ﬁ7—3—22\7;+c;

f) ?z\/_-k%\/ +c; m)%2-\/5+5x+c; t) %z-\/“z -222. z+c
g) FV5z+c; n) —gs ~ 2+ W Zo?yE - $avE+2/E e
a) 4z +In|z| +¢; d) %ln[r+%|+c; g) c—4vz+In|z| + ¢

b) In|z+ 1| + ¢ e) —%1n|3m—1|+c; h) 6 ¥z +3In|z|+ ¢

) ¢ Linjlz+5|+¢ f) %z2+31n|x|+c; i) é—z2+3x+31n|x|—£+c.
a) 1 5T 22— 2z +4¢; d) %x3+z2+4z+c; g) %x2—2m+c;

b) -;:z3—a:+c, e) %z\/i+z+c; h) %z2+2m+c;
c)%3—-§z2+z+c; f) %a:"’—%x\/i+:r+c; i)%—ﬁ;«l—c.

84 a) 12 +3z+Injz+2|+¢ d) iz 8 je?+4z—dln|z+1|+ec
b) % +3z+3In|z - 1| +¢; e) %x3—22+4m—8]nlz+2|+c;
c) -1-:1: +222 — 2z —4Injz — 2| +¢; f) mz—z—lnlz+%|+c.
85 a) —::):;—2smz+c; e) ~sm(3m+1)+c; 1) —2cos(3+§)+¢
b) —5= +¢; f) zsin3z +z+¢ j) —2cos 4+ Zz+ ¢
c) %sin4a:+0' g) 3sm3a:+ 322424¢ k) —3cos 5+
d) 2c056:c+c, h) sin3z +z +¢; 1) 32£z+z +ec.
86 a) z+c; e) tgz—z+¢ i) €+ cosz +¢;
b) —%sin2:c+c; f) —cotgz —x +¢; ) z+%cos2z+c;
c) tgz — cotgz + ; g) %tgz—{-c; k) —z +¢;
d) —2cotgz — 3tgz +; h) sinz — cosz + ¢; 1) —2cotgz—z +c.
87 a) %z—%+c; c) %z+—‘f%:+c; e) %x—s_f%&.‘_c;
b) sz — == 4 ¢ d) jz+ 252 4 g f) %z+%+c.
88 a) In|1+ 23| +¢; d) In|2 +sinz| +¢; g) —In|cosz|+c;
b) %ln|1+m3|+c; e) In|l —cosz| +¢; h) In|sinz|+¢;
c) %1n|1+z3|+c; f) %ln|2sinz—l|+c; i) —%1n|00321:|+c.
89 a) 1(@2+4)5 +¢ e) L2a2 - 1) 4 i) 2\/7_z e S
b) Z(z?—1)"+¢ f) L. Y@ -2)T+¢ i) 2 Y@ +10)2 4 ¢
c) E(4+2%)5 +¢ g) % (222 —8)3 +¢; k) f(sinz+7)3 +¢
d) - (1+42%)"2 +¢ h) —;;-\/(5+2z)3+c; 1) —E,l(cosx+§)3+c.
90 a) sinz —zcosx + c; e) %(sin:c—cosa:)-&-c; i) 2zsinz — (22 — 2)cosz +¢;
b) cosz + xsinz + ¢; f) %(sinz+cosz)+c; j) e*(x2 =2z 4+2) +¢;
c) ez —1)+¢ g) %sin2a:+c; k) #(23:—1)+c;
d) zlnz—z—{-c h) 1:2(1"7”—%)+c; 1) %ln2m+c.
91a) fle) =323 +22+3; b) flz)=}a® - 322+ Qa1
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19.15 Uréity integral

e R

a) 6; b) —30; c)163; d)21; e)1; )0; g) 3 h)Inv2Z i)18%; j)e—3;
k) In2; 1)Inv/5. 93 c=2. 94 ¢ =3Ab=1. 95 a=2Ab=-3Ac=1.
a=2Ab=1. 97 a)a=1; b)a=4. 98 a=1Ab=-2.
(a=—-4Ab=-1)V(a=1Ab=4).

19.16 Obsah rovinného obrazce

a)3, b) 18: ¢) 18, d)In10=230; e)2; f)2; g)e—2=0,72 h)L

a) 3 —3—, b) %, c) 4%; d) 9. 102 a) 16; b) n. 103 a) é; b) 32; c)4l;
4k 9% DS 94 O )i i) k3-lma=0ll )3
a)2v2; b)V3-1n=068 )8 d)0. 105a); b) 1% 106 a) 3;
b) 1. 107 2)1; b)ln4=139 c)4 108 2. 109 2

a) %, b)) 12028 1M1a) % b))l 8 112a) L b) S
a=12. 1M4a=x7. 15b=46. 16a=-5Ab=4
y=x3(@2-6x). 118y=-32246z. 119 y=4z2-4 120 a==10.
y=2sinz+ 1. 122 a = b =3. 123 b= 3. 124 b= 7.
a=e"5=0,007. 126 m = 2. V18 = 1,747. 127 k=3
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133
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19.17 Objem rotaéniho télesa

a) %n; b) I 3 );’;n, d) %n; e 411521:, f) %71\:; g) 18x; h) 2x; 1) w; j) Zr; k) —n2
1) 2n2. 129 a) £ b) 3m; ¢) §my d) ¥ 130 a) %n; b) #im ) 472

d) % e)2r; f)8m g) im h) Zr 131 3nrd, 132 nr2v.
—é—m‘zv. 134 m)(r1 + rirg + 72). 135 a) %nbza; b) %nazb. 136 a) %n;

b)12r. 137 k=%3. 138p=2. 139p=3 140 (- 8/2)n

Pravdépodobnost a statistika

-

15
20

27

32
35
39

45
47
51

53

57

20.1 Definice pravdépodobnosti, viastnosti pravdépodobnosti, binomické
rozdéleni

)3 B3 2a)§ b3 g A0 3a)g b oo d)g; e) §

a)3; b) i g Ay 5a) gy b) g )3 )F 6a)

) 9—6 7 Pravdépodobnost vyhry obou hriéi je stejnd p = —zl 8 ;.

%. 10 a) 1 = b) 3 3 1M a) 1 5 b) 1 3 12 2 5+ 13 Alespoii 4x. 14 Alespoii 8x.
Alespoii 58%x. 16 Alesponi 25x. 17 Alespon 10x. 18 0,161. 19 0,013.

0,225. 21 a) 0,0006; b) 0,9999. 22 0,0022. 23 Pravdépodobnéjsi je, Ze pii 4 hodech
padne pravé jedna Sestka (0,386 > 0,182). 24 0,083. 25 0,618. 26 0,003.

0,247. 28 0,959. 29 a) 0,333; b) 0,242; c) 0,091; d) 0,576. 30 a) 0,066;

b) 0,505; c) 0,286; d) 0,220. 31 a) 0,920; b) 0,080; c) 0,846; d) 0,999.

a) 0,992; b) 0,896; c) alespoii 3x. 33 a) 0,08; b) 0,44; c) 0,48; d) 1. 34 0,950.
a) 0,723; b) 0,978; c) 0,958. 36 0,779. 37 0,99 (0,999). 38 a) 0,5; b) 0,2.

a) 0,297; b) 0,051; c) 0,352; d)0,100. 40 a) 0,678; b) 0,978. 41 a) 0,16;

b) 0,12; c) 0,04; d) 0,24. 42 a) 0,167; b)1; c)1. 43 0,5. 44 0,167.

a) 0,375; b) 0,375; «c) 0,125; d) 0,125; e) 1. 46 a) 2,259-1071% b) 1; c) 0,9996.
a) 0,625; b)0,625. 48 0,475. 49 0,398. 50 a) 0,0526; b)0,3947; c¢)0,5526; d) 1.
a) 0,708; b) 0,183. 52 a) 0,140; b) 0,154; c) 0,462.

a) Vn € N: (’2‘) 3 (22") < %; b) Vn € N: n?: (2;) > % 54 a) 0,017; b) 0,154;

c) 0,846. 55 a) 0,010; b) 0,049. 56 a) 0,002; b) 0,118; c) 0,882.

a) 0,0002; b)0,170. 58 0,008. 59 0,106. 60 a) 0,137; b) 0,363; c) 0,863;

d) 0,886. 61 0,137. 62 0,0035. 63 0,677. 64 0,999. 65 a) 0,271; b) 0,788.

Statistika

20.2 Aritmeticky primér, modus, medién, smérodatné odchylka, variaéni
koeficient

a) 7= 170% cm, modus: 167 cm, median: 172 cm. 67 7 =85,7km-h~1.

68 7 = 2,6, modus: 2, median: 2,5. 69 T =249,7¢g, sz = 1,55¢, vz = 0,62 %.

70
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T = 7500 K&, modus: 5000 K&, median: 7000 K¢, s = 3900 K¢.

Pouzité

matematické symboly a znacky

N

yA

R

RS

R+

R-

C

a€A agA
A = {a,b,c}
{z € A; V(z)}
ACB
ANB,AuUB
U Ax

keZ
A-B

alb

mnozina vSech p¥irozenych Cisel

mnozina vech celych &isel

mnozina v¥ech redlnych Cisel

mnozina vSech nezdpornych realnych éisel
mnozina vSech kladnych redlnych &isel

mnoZina vSech zapornych redlnych ¢isel

mnoZina, vSech komplexnich &isel

a je prvkem mnoziny A, a neni prvkem mnoziny A
mnozina A je ddna vyétem prvkia

mnozina vSech prvkd mnoziny A, které maji vlastnost V()
mnozZina A je podmnozinou mnoziny B

prinik mnozin A, B, sjednoceni mnozin A, B
sjednoceni viech mnozin A, kde k € Z

rozdil mnozin A, B

prazdni mnozina

negace vyroku p

konjunkce, p a zaroven ¢, disjunkce, p nebo ¢
p implikuje g, z p plyne ¢

p je ekvivalentni s ¢, p pravé kdyz ¢

pro kazdé x z mnoziny R plati

existuje z z mnoziny R, pro které plati
Eulerovo ¢&islo e = 2,718 28.. . ., Ludolfovo ¢islo © = 3,141 59...
imaginarni jednotka

absolutni hodnota ¢isla a

n-t4 mocnina ¢isla a, n-t4 odmocnina z ¢isla a
¢islo a déli ¢islo b

y=f(z), z € Mresp. fry=f(z),z€eM funkce, jejim% defini¢nim oborem

f(z)
D(£), H(f)
f—l

je mnoZina M
hodnota funkce f v bodé z
defini¢ni obor funkce, obor hodnot funkce
funkce inverzni k funkeci f

go fresp. y = g(f(z)) funkce slozend z funkci f, g

lim f(z)

z—ra

lim f(z)

z—at

lim f(z)

T—a”

lim f(z)

T—00
!

F(z) = [ f(z)dz
f f(z)dz

(an)n*l
an
Sn

limita funkce f v bodé a

limita funkce f v bodé a zprava
limita funkce f v bodé a zleva
limita funkce f v nevlastnim bodé oo

derivace funkce f
primitivni funkce k funkci f

urdity integral funkce f od a do b
nekoneénd posloupnost

n-ty ¢len posloupnosti

soudet prvnich n ¢lent posloupnosti
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g diference aritmetické posloupnosti

q kvocient geometrické posloupnosti
f: an nekonedn4 fada

n=1

u, v, ... vektory B

X[=z;9] bod X o soufadnicich z, y
v=(z;y) vektor v mé soufadnice z, y

[v| velikost vektoru v

u-v skalarni soudin vektort u, v

uxv vektorovy souéin vektort u, v

p={[a1 + s1t;a2 + sot], t € R} zapis pfimky dané parametrickymi rovnicemi
T=a;+s1t,y=az+s:t,t€R

n! n-faktorial

(Z) kombinaéni ¢islo n nad k

V(k,n) podet k-lennych variaci bez opakovani z n prvki
P(n) podet permutaci bez opakovani z n prvkd
K(k,n) pocet k-¢lennych kombinaci bez opakovéani z n prvki
~ AB pfimka AB

— AB polopfimka AB

AB tsecka AB (tsecka s krajnimi body A, B)

SaB stfed tsetky AB

|AB| délka Gsecky AB

AB = CD usecka AB je shodnd s tsectkou CD

XAVB uhel AVB

| AV B| velikost tthlu AV B

rad radian

i thlovy stupefi, thlov4 minuta, hlova vtefina
AABC trojuhelnik ABC

" AABC = AKLM trojahelnik ABC je shodny s trojihelnikem K LM
AABC ~ AKLM trojihelnik ABC je podobny trojihelniku K LM

ta t&Znice trojihelniku ABC vedend vrcholem A
Vg vyska trojihelniku ABC vedend ke strané a
k(S;r) kruZnice k se stfedem S a polomérem r

pllg piimka p je rovnob&Zna s pfimkou ¢

plg pfimka p je kolmd k primce ¢

|Ap| vzdalenost bodu A od pfimky p

|pq| vzdalenost rovnob&znych pfimek p, q

| Aol vzdalenost bodu A od roviny p

o, S obvod rovinného obrazce, obsah rovinného obrazce
S,V povrch télesa, objem télesa

Z: X - X' bod X' je obrazem bodu X v zobrazeni Z

0 (o) 0sov4 soumérnost s osou soumérnosti o

S(S) stfedova soumérnost se stfedem soumérnosti S
R(S,a) otodeni se stitedem S a tGhlem otodeni o
T(A— A" posunuti uréené bodem A a jeho obrazem A’
H (S, x) stejnolehlost se stfedem S a koeficientem s
286
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